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Descomposicion monomial y sumabilidad
para funciones holomorfas en altas dimensiones

Resumen

El objetivo de esta tesis es contribuir a la teoria de funciones holomorfas y polino-
mios homogéneos en varias e infinitas variables. Estudiamos diversos objetos que, de una
u otra manera, involucran la sumabilidad de los coeficientes de polinomios homogéneos
dependiendo de su norma uniforme.

Comparamos las normas uniforme y de coeficientes en espacios de polinomios ho-
mogéneos en varias variables complejas. En particular estudiamos el comportamiento asintéti-
co de las constantes de equivalencia entre estas dos normas cuando la cantidad de variables
tiende a infinito.

Damos una descripciéon completa del comportamiento asintdtico de las constantes de
incondicionalidad mixtas en espacios de polinomios homogéneos en finitas variables. Para
lograrlo resulta indispensable el estudio que hacemos de los conjuntos de convergencia
monomial para estos espacios de polinomios. En este sentido conseguimos un progreso
sustancial en la caracterizacién de dichos conjuntos para el caso de polinomios homogéneos
en ¢, cuando 1 < r < 2, probando una conjetura abierta en el area.

Introducimos novedosas descomposiciones en el conjunto de monomios, que son de gran
utilidad para atacar problemas de incondicionalidad y sumabilidad permitiendo un manejo
adecuado de la dependencia entre el grado de homogeneidad y la cantidad de variables en
ciertas desigualdades.

Definimos el radio de Bohr mixto extendiendo la nocién preexistente de radio de Bohr.
Usando dichas descomposiciones mostramos, para todo el espectro de parametros involu-
crados, cudl es el comportamiento asintotico de este radio.

También gracias a dichas descomposiciones, conseguimos resultados acerca de los con-
juntos de convergencia monomial de otras familias de funciones holomorfas. Para Hy(¢,),
las funciones enteras y acotadas en conjuntos acotados en /., caracterizamos aquellos con-
juntos de convergencia cuando 1 < r < 2. Cuando r > 2 logramos hacerlo para Hy(¢; ) y
damos cotas superiores e inferiores en el caso de Hy(¢,). Hacemos un avance significativo
para el caso de funciones holomorfas y acotadas en la bola de £, con 1 < r < 2.
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Monomial decomposition and summability
for holomorphic functions in high dimensions

Abstract

This thesis aims to contribute to the theory of holomorphic functions and homogeneous
polynomials in several and infinitely many variables. We study several objects that, in one
way or another, involve the summability of homogeneous polynomial coefficients depending
on their uniform norm.

We compare the uniform and the coefficients norms in spaces of homogeneous poly-
nomials in several complex variables. In particular, we study the asymptotic behaviour of
the equivalence constants between these two norms when the number of variables goes to
infinity.

We give a complete description of the asymptotic behaviour of the mixed unconditional
constants in spaces of homogeneous polynomials with finite variables. To achieve this it is
essential that we study the sets of monomial convergence for these spaces of polynomials.
In this sense, we make a substantial progress in the characterization of these sets in the
case of homogeneous polynomials on ¢, when 1 < r < 2 proving an open conjecture in the
area.

We introduce novel decompositions of the set of monomials, which are very useful to
attack problems of unconditionality and summability allowing an adequate management of
the dependence between the degree of homogeneity and the number of variables in certain
inequalities.

We define the mixed Bohr radius extending the preexisting notion of Bohr radius.
Using these decompositions we show, for the entire spectrum of parameters involved, the
asymptotic behaviour of this radius.

Also thanks to these decompositions, we get results for the sets of monomial convergence
of other families of holomorphic functions. For Hy(¢,), the entire functions and bounded in
their bounded sets in ¢, we characterize their sets of convergence when 1 < r < 2. When
r > 2 we manage to do it for Hy(¢, ) and give upper and lower bounds in the case of
Hy(¢,). We make significant progress in the case of holomorphic and bounded functions in
the ball of 4, with 1 < r < 2.
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Introduccion

El analisis complejo de una variable es una de las teorias més influyentes de la ma-
tematica. Muchas otros campos de la ciencia, dentro y fuera de la matemaética se relacionan
fuertemente con ella: la teoria de ntimeros, las ecuaciones diferenciales, el analisis armonico,
la mecédnica de fluidos, el electromagnetismo, la mecdnica cuantica, entre otras, no serian
lo mismo sin la potencia del andlisis complejo. Dentro de esta teoria uno de los pilares fun-
damentales es la equivalencia entre derivabilidad y analiticidad. Es decir, resulta lo mismo
para una funcién ser derivable en un abierto del plano complejo a que se escriba localmente
como una serie de potencias. Este hecho sigue valiendo para funciones complejas de varias
variables, pero ;qué sucede en el caso de tener infinitas variables?

La idea de desarrollar una teoria de analisis complejo en infinitas variables comenienza
a principios del siglo XX con los trabajos de Hilbert, Fréchet y Gateaux, entre otros. En
este contexto el problema de relacionar la derivabilidad de una funcién con su expansién
en serie de Taylor se vuelve mas sutil. Estudiando funciones en la bola de ¢y Hilbert pro-
pone trabajar con aquellas aplicaciones que puedan escibirse como combinaciones lineales
infinitas de los monomios, es decir

=Y aa(f)Ean,

a:(al,...,an)eN(()N)

Hilbert [Hil09] declara, sin una demostracién, que éstas deberfan ser exactamente las fun-
ciones holomorfas en la bola de ¢y. Sin embargo Toeplitz da en [Toel3] el ejemplo de una
funcién holomorfa y un punto en ¢y para el cual su expansion monomial no converge,
contradiciendo los dichos de Hilbert.

En el desarrollo de la nociéon adecuada de holomorfia en infinitas variables se hace
fuerte la visién dada por la Fréchet-diferenciabilidad de la funcién. Dado X un espacio
de Banach sobre C y un abierto U < X una funcién a valores complejos serd holomorfa
sobre U si cumple la condicion de diferenciabilidad dada por el cociente incremental. Este
punto de vista muestra ser muy fructifero permitiendo un desarrollo del analisis complejo
infinito dimensional consistente y productivo. Un hecho fundamental de esta definicion es
que existe, para toda funcién holomorfa f : U ¢ X — C y todo punto 2y € U, una suerte
de expansién de Taylor: hay polinomios m-homogéneos Py, (f)(zp) de forma que

F(z) = f(z0) + ] Punlf)(20)(z — 20),

m=1
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para todo z en un entorno de zy. Estos polinomios homogéneos son objetos un tanto mas
abstractos que los monomios pero, de todas formas, de gran utilidad.

En algunos espacios de Banach, por ejemplo en £y 0 ¢y, se puede pensar en monomios
de la forma z* = 2" -+ 20" con a = (1,..., ) € N[()N) por ser espacios formado por
sucesiones. Esta estructura adicional no la tiene cualquier espacio de Banach y permite
hablar de un desarrollo monomial. La definicén a través de la diferenciabilidad brinda una
teoria mas general, mientras que la idea de Hilbert tiene el potencial de basarse en el
concepto mas concreto de los monomios. En busca de reconciliar la visién de Hilbert con
aquella que se terminaria adoptando para definir a las funciones holomorfas se plantean
algunos interrogantes. Dado un espacio de Banach X (con una estructura extra que permita
darle sentido a los monomios) y una funciéon f holomorfa en la bola de X, caben las
siguientes preguntas:

s ;Tiene siempre sentido pensar en una expresién de la forma ZaEN(N> aq(f)z4?
0
= Sies que lo tiene, jpara qué elementos z de la bola vale que f(z) = ZaeN(N> aq(f)z4?
0

Estos interrogantes promueven el estudio de la convergencia monomial de familias de
funciones holomorfas. En [DMPQ9] se comienza una investigacién sistemdtica de este tipo
de cuestiones. Para los espacios de Banach X que ademd&s sean de sucesiones, es decir,
X < CN con inclusiones continuas ¢; < X <> /,, puede considerarse siempre la nocién
de monomio. Dados un espacio de Banach de sucesiones X y una funcién f holomorfa en
todo el espacio X (o en su bola, por ejemplo) queda definida una sucesién (aq (f ))QEN[()N) de

forma que
)= ) aalf)2,

cxeFﬂéN>

para todo z con soporte finito y en el dominio de f. Asi, dada una familia de funciones
holomorfas F se define su conjunto de convergencia monomial como

monF = {z eCN: Z lan (f)z%| < oo para toda f € }'} .

En [DMP09] los autores introducen dos resultados claves en esta teoria vinculando el estudio
de los conjuntos de convergencia monomial de ciertas familias de funciones holomorfas con
el comportamiento asintdtico de la constante de incondicionalidad mixta de los espacios de
polinomios homogéneos. Ademas se obtienen varios resultados en pos de caracterizar estos
conjuntos para ciertas familias muy naturales de funciones holomorfas sentando las bases
de su estudio.

No es para nada sencillo describir estos conjuntos de convergencia monomial en general y
ni siquiera lo es en ejemplos concretos de familias de funciones holomorfas. En el caso de ¢1,
gracias al trabajo de Ryan en [Rya87] y Lempert en [Lem99], se sabe que monP("¢1) = {1
para todo m € Ny que monHqy(By,) = {1. Para £y (el otro extremo del espectro), en
el excepcional trabajo de Bayart, Defant, Frerick, Maestre y Sevilla-Peris [BDET17] se
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consigue probar que monP("ly) = £ 2m ., para todo m € Ny B < monHy(By,) B,
m—1"
con

. n 1/2
B:=<{2€e By :limsup ——— 252 <1

n—o0 k=1

En [BDS19] se da una descripcién precisa del conjunto de convergencia monomial de
P("™l, ) y con esta se acaban las caracterizaciones. En este ultimo articulo también se
describen cotas superiores e inferiores de estos conjuntos para He (By,).

Mientras se discutian las bases de la holomorfia infinito dimensional Harald Bohr en-
cuentra un profundo vinculo entre esta floreciente teoria y la teoria de ntimeros durante
sus investigaciones en series de Dirichlet. Estas series, bajo algunas condiciones, definen
funciones holomorfas en cierto dominio del plano complejo y son de gran interés y utilidad
en la teoria de nimeros. Un ejemplo paradigmatico de ellas es la funcién zeta de Riemann.
En el afio 1913 en [Bohl13] Bohr analiza las diferentes regiones en las cuales este tipo de
funciones convergen en distintos sentidos. Hace grandes avances en el estudio de estos te-
mas dejando una pregunta sin responder: jcudl es el grosor de la brecha entre la regién de
convergencia absoluta y la regién de convergencia uniforme para estas series? Es alli donde
tiende un puente entre las series de Dirichlet y las funciones holomorfas en la bola de £,
que seria indispensable para que, anos més tarde, el interrogante se termine de resolver.
Este puente se conoce hoy como la transformada de Bohr y, gracias a la descomposicién en
numeros primos de los niimeros naturales, pone en correspondencia biunivoca a las series
de Dirichlet convergentes y acotadas en {z € C: Re(z) > 0} y las funciones holomorfas y
acotadas sobre la bola de fo.

Usando la descomposicién de Taylor en polinomios homogéneos para funciones holo-
morfas en By, en 1931 Bohnenblust y Hille dan un paso clave en las investigaciones que
iniciara Bohr. Inspirados en la desigualdad 4/3 de Littlelwood, logran traducir el problema
planteado por Bohr en el estudio de ciertas desigualdades que relacionan la sumabilidad
de los coeficientes de polinomios homogéneos con su norma uniforme en la bola de £y. Asi
en [BH31] prueban que para cualquier polinomio m-homogéneo en n variables complejas
P = Z aq(P)z%, vale que

aj+-F+ap=m

( > |aa<P>|ﬁTl) " <Gy s [P(2)] (1)

a1+ tap=m z€Byn,

con C,, > 0 una constante independiente de la cantidad de variables n. Este resultado
les permite determinar el valor de la brecha entre las regiones de convergencia absoluta y
uniforme para series de Dirichlet.

Motivado por estas cuestiones en 1914 Bohr plantea otro problema sobre funciones
holomorfas en una variable. En [Bohl4] se propone encontrar el mayor radio r > 0 de
forma que para toda funcién holomorfa en el disco unidad del plano complejo dada por
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f(2) = Lizo ar(f)2" valga

D ar(f)2F.

k=0

(2)

sup Y. Jax(f)2*| < sup
|z|<r k>0 |z]<1

Bohr resuelve este problema mostrando que el radio maximal es 1/3.

En 1989, muchos anos después, se retoma este concepto en [DT89], generalizdndolo y
conectandolo con nociones de la teoria local de espacio de Banach. Comienza un estudio
sistematico de lo que se conoce como radio de Bohr n-dimensional. Dada alguna norma
sobre C", es decir X = (C", || x), se estudia la variante del problema de Bohr que proviene
de reemplazar al disco unidad por la bola de X. Se busca as{ el mayor radio r > 0 tal que
para toda funcién holomorfa en la bola de X de la forma f(z) = > aeNz aq(f)z% valga

sip 3 laa()22] < sup | Y aa(f)=].

2l x<r aeng lellx <1 | ety

A este radio maximal se lo llama radio de Bohr de la bola de X y se lo nota K(Bx).
De este modo podemos decir que el resultado de Bohr se traduce como K (D) = 1/3.
Vale mencionar que para la bola de ningin espacio con dimensién méas grande que uno
se sabe el valor preciso del radio de Bohr. Los avances en este campo estan ligados a
entender el comportamiento asintético de este radio para las bolas de ciertos espacios
cuando su dimensién tiende a infinito. Muchos esfuerzos se han dedicado a comprender el
comportamiento asintético de K (Bg;z), en particular en los articulos [DT89L [KB97, [Aiz00,
Boa00, BB04, Bay12, DP06] se trata el problema de una u otra manera logrando avances
parciales en cada uno.

En uno de los articulos méas influyentes del drea [DFOC™11] se da un paso fundamental,
los autores consiguen probar que el radio de Bohr del polidisco n-dimensional tiene el
siguiente comportamiento asintdtico

1
K(D") ~ og(n)
n

Esto se logra a partir de un estudio minucioso de la desigualdad conseguida por Bohnenblust
y Hille dada en (ver también [BPSS14]). En [DET1I] los autores consiguen describir el
comportamiento asintético del radio de Bohr para la bola de £ para todo 1 < p < @
obteniendo que
1——t—

min(2,p)

log(n)

K (Ben) ~

Muchas de estas investigaciones relacionan al radio de Bohr de la bola de cierto espacio de
Banach X (de dimensién finita) con las constantes de incondicionalidad en los espacios de
polinomios homogénos sobre X.

En esta tesis nos proponemos retomar varias de las ideas que nacen de entender las
descripciones que pretendia Hilbert de la funciones holomorfas en dimensién infinita, los
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estudios de Harald Bohr que dieron paso a la las investigaciones entorno del radio que lleva
su nombre y la sumabilidad de coeficientes de polinomios homogéneos como aparece en la
desigualdad estudiada por Bohnenblust y Hille. Se aborda la intima relacién que hay entre
todos estos conceptos con la incondicionalidad en espacios de polinomios homogéneos que
es, de alguna forma, la idea que los vincula y estd presente en toda la tesis.

Todo esto, de una u otra manera, involucra la sumabilidad de los coeficientes de po-
linomios homogéneos dependiendo de su norma uniforme. Por esta razén comenzamos
comparando las normas uniforme y de coeficientes en espacios de polinomios homogéneos
en varias variables complejas. En particular estudiamos el comportamiento asintotico de las
constantes de equivalencia entre estas dos normas cuando la cantidad de variables tiende
a infinito.

Introducimos novedosas descomposiciones de los monomios de gran utilidad para ata-
car problemas de incondicionalidad y sumabilidad. Estas descomposiciones permiten un
manejo adecuado de la dependencia entre el grado de homogeneidad y la cantidad de va-
riables en ciertas desigualdades. Gracias a esto logramos dar buenas descripciones de los
conjuntos de convergencia monomial de varias familias naturales de funciones holomorfas
v describir exitosamente el comportamiento asintético de una generalizacion del radio de
Bohr para todo el espectro de parametros involucrados. Usamos algunos de estos resulta-
dos para dar una descripcién acabada del comportamiento asintético de las constante de
incondicionalidad mixta para espacios de polinomios homogéneos.

A continuacién damos una descripcién de cada capitulo de la tesis.

El Capitulo[I]contiene la notacién y resultados previos de las teorfas generales necesarias
para la exposicién de los siguientes capitulos.

En el Capitulo [2] se desarrollan algunas variantes de la desigualdad de Bohnenblust-
Hille que se encuentra en . Se estudia un problema general de sumabilidad de coefi-
cientes de polinomios m-homogéneos en n variables complejas. Se busca entender, fijados
los valores de 1 < ¢,p < o, el comportamiento asintético de las constantes mas pequenas
A7 (n) y By, (n) de forma que para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas
P = Z aq(P)z% vale,

al+-tap=m

1/q
( > Iaa(P)|q> < Aply(n) sup [P(z)],

aittan=m 2€Byn

1/q
sup |P(2)| < By, (n) ( > \aa(P)!q> :
z€By ar+tan=m
También se presentan otras variantes de este tipo de desiguldades y se introducen los
polinomios aleatorios (necesarios a lo largo de toda la tesis). Por tltimo se aplican algunos
resultados obtenidos sobre el comportamiento de A" (n) y By, (n) obteniendo conclusiones
acerca de la interpolacién compleja en espacios de polinomios homogéneos y desigualdades
de von Neumann en teoria de operadores.

En el Capitulo [3] se definen los conjuntos de convergencia monomial para familias de
funciones holomorfas. En la Seccién se presentan las familias de funciones holomorfas
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con la propiedad del reordenamiento, una propiedad técnica indispensable en todas las
descripciones para conjuntos de convergencia monomial que se dan luego de esta seccion.
Se prueba que las familias mas naturales y estudiadas tienen esta propiedad. Por tdltimo
se prueba que, para 1 <r <2, m =2y q = (mr') se tiene

Ly < monP(™Ly), (3)

respondiendo a una conjetura que aparece de forma explicita en [DMP09].

En el Capitulo [4] se introduce la nocién de incondicionalidad mixta en espacios de po-
linomios. Se muestra que en, un sentido preciso, la incondicionalidad mixta en P("™C")
no depende de la base. Se Presentan algunos resultados que la vinculan con los conjun-
tos de convergencia monomial para Hy(Bx) y P(™X). Gracias a estos resultados, a la
inclusién obtenida para monP(™¢,) en , y los resultados obtenidos sobre las constantes
A7 (n) y By, (n) se logra describir el comportamiento asintético correcto de la constante
de incondicionalidad mixta para todo el rango de valores de los que depende.

En el Capitulo [5| se discute el radio de Bohr. Se presenta el radio de Bohr mixto que
generaliza al radio de Bohr y se muestra, imitando lo que sucede para el radio de Bohr
clasico, que estd relacionado con la incondicionalidad mixta en espacios de polinomios.
Se caracteriza el comportamiento asintético del radio de Bohr mixto para todo el rango de
valores de los que depende. Para esto se usan herramientas que provienen del estudio de
conjuntos de convergencia monomial y se introduce una descomposicién monomial novedo-
sa: la descomposicion acotada. Dicha descomposicion se basa en distinguir los monomios en
términos del grado maximo de sus variables. Esta permite manejar ciertas desigualdades
con la sutileza técnica necesaria para conseguir el orden asintético correcto para cierto
rango de valores.

En el Capitulo [f] se estudian los conjuntos de convergencia monomial de los espacios
Hy(4,) para 1 < r <2y Hy(frs) para 2 < r,s < o0. Se presenta la segunda descomposi-
cién monomial: la descomposicion de factorizacion. A diferencia de otras descomposiciones
que aparecen en la literatura, que consisten en una particién del conjunto de monomios,
esta técnica permite factorizar cada multi-indice en multi-inces con una estructura muy
especifica. Concretamente, consiste en factorizar cada monomio en un producto de uno
tetraedral y otro con todas sus variables a una potencia par. A partir de ella se consiguen
las siguientes caracterizaciones:

= Paral <r <2,

1—1

S
monHy(,) = { ze€ CN:sup —=E=L"k __ o}
n=1log(n + 1)~

= Para 2 <r < o0,

n 2, o) 12
N (Zk:1 kr(z5) )
monHy(lyo) = { z€ C" : sup <
n=1 log(n + 1)
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Al mismo tiempo se dan cotas superiores e inferiores bastante ajustadas para monHy(¢;, )
con2<r<woy2<s<o.

En el Capitulo [7] se aplican los resultados obtenidos en el Capitulo [6] para conseguir
una nueva descripcién del conjunto de convergencia monomial de Hy,(By, ) para 1 < r < 2.
Esta descripcién caracteriza la geometria de este conjunto en un sentido muy concreto que
se desarrolla en el capitulo y mejora las conocidas hasta el momento.

El Capitulo [§] es el dltimo, en él se retoma el resultado del Capitulo 3| que figura
en . Gracias a técnicas de interpolacién en conos se logra una mejora sustancial de dicho
resultado obteniendo para 1 <r <2, m =5y q:= (mr') que

< monP("4,) < lg.o0.

9 Tog(m)
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establece la notacién para el resto de la tesis. También damos
las nociones necesarias sobre polinomios y funciones holomorfas en espacios de Banach.
Introducimos algunas estructuras algebraicas, topoldgicas y geométricas que seran claves
para entender el resto de los capitulos.

Como es usual N, Z, R y C denotan los conjuntos de ntimeros naturales, enteros, reales
y complejos respectivamente. Para referirnos al disco unidad abierto en C usamos D y para
el conjunto de elementos unimodulares, usualmente llamado el todo unidimensional, T.

Dado k£ € N denotamos con Sj, al grupo de todas las permutaciones de k elementos, i.e.,
las biyecciones de la forma o : {1,...,k} — {1,...,k}. Para el grupo de permutaciones de
N usamos Sy. .

1.1. Espacios de Banach

Usaremos X para nombrar a un espacio de Banach en general y |cdot|x para referir-
nos a su norma, escribimos Bx := {z € X : |z|x < 1} para denotar a su bola. Para
hablar de la bola de radio r > 0 centrada en x € X usaremos B, (z). A lo largo del texto
todos los espacios de Banach estaran definidos sobre el cuerpo de los niimeros complejos.
Recordemos que un conjunto U < X se dice balanceado si, para cada A € D el conjunto
AU :={\x:x € U} estd contenido en U. Dados X e Y espacios de Banach notaremos
al espacio de operadores lineales y acotados de X a Y por £(X,Y). Fijado un operador
T e L(X,Y) usaremos |T|z(xy) := suPsep, |T(7)|y o simplemente |T'| para aligerar la
notacién cuando el contexto permita la vaguedad. Usaremos X’ = L(X,C) para denotar
al espacio dual de X.

1.1.1. Bases e incondicionalidad

Una sucesion (by)p>1 < X es una base de X si, para todo x € X existe una sucesién de
, N .
escalares (an(2))n>1 < C de forma que = Imy_.o Y}, _; an(2)b,. Podemos considerar,

1



Capitulo 1. Preliminares

para una base (b, )n>1, los funcionales biortogonales
bi: X - C
T = 2 ar(z)bg, — an(x).

k=1

Siempre que b’ sea un funcional continuo para cada n € N la sucesién (b, ),>1 serd una

Base de Schauder. La sucesion (bf),>1 es llamada base dual de (by)n>1 y es una sucesion

basica, lo que significa que es una base del subespacio que genera, es decir, es base de

[b¥ : m e N] ¢ X'. Para los espacios reflexivos la base dual es siempre base del espacio dual.
Dado 1 < p < 0, el conocido espacio de Banach

by:={z=(21,..,2n,...) e CV: Z |zn|P < o0},
n=1
dotado de la norma |z]g, := (3,51 [2n[") Y7 o5 un ejemplo de espacio con con base de

Schauder. Aqui los vectores canénicos,

en = (0,...,0, 1 ,0,...) para todo n € N|

n-ésima posicién

forman la base de Schauder (e,,),>1. Notemos que

by i= {ZZ(Zl,...,Zn,...)ECNZSllp|Zn|<OO},

n=1
con la norma usual |z|x = sup,~; |2x|, no posee ninguna base de Schauder ya que no es

separable. Por otro lado, la base candnica de vectores conforma una base de Schauder para
el subespacio cerrado

co = {zefoo: lim zn=0}.

n—ao

Fijado 1 < p < o0 escribimos p’ para denotar a su exponente conjugado (i.e., % + z% =1).
Recordemos que para 1 < p < oo el dual del espacio £, es {,y, ademés vale que ¢ = £ y
0} = ly. El espacio ¢1 es un ejemplo de espacio de Banach con base de Schauder para el
cual su dual no soporta una.

Otro concepto muy estudiado en geometria de espacios de Banach es su incondicio-
nalidad. Este concepto serd de gran relevancia para la tesis. Dada una sucesion (x,)p>1
en un espacio de Banach X, diremos que la serie Zn>1 T, converge incondicionalmente si
Yin=1To(n) converge, para cada permutacién o of N. Hay muchas definiciones equivalen-
tes para esta nocién que pueden encontrarse como Omnibus Theorem on Unconditionality
Summability en [DJT95, Theorem 1.9]. Aqui necesitaremos sélo algunas de esas equivalen-
cias.

Teorema 1.1.1. Para una sucesion (zn)n>1 en un espacio de Banach X son equivalentes:

(i) La serie Y, -, xn converge incondicionalmente.

2



1.1. Espacios de Banach

(ii) La serie Y., -, en®y converge para cada sucesion (en)n>1 < TV.
(tit) La serie ), -, enyn converge para cada sucesion (€q)n>1 € By, .

Dado X un espacio de Banach con base de Schauder (z,),>1, diremos que es una base
incondicional de X siempre que, cada serie convergente de la forma Zn>1 anTy, converja
incondicionalmente. Esto significa que la convergencia de la serie que representa a cada
elemento del espacio no depende del orden en que los términos aparecen en la suma. Esta es
una propiedad cualitativa muy buena y 1til para una base. Notemos que, por ejemplo, toda
base ortonormal de un espacio de Hilbert es una base incondicional. En particular esto vale
para la base de Fourier para Ls[0, 1], con el beneficio practico de que cualquier senial puede
ser recuperada por sus componentes armoénicos independientemente del orden de adicidn.
Quizas este ejemplo ilustre la importancia de esta nocién en muchas ramas del analisis. El
siguiente teorema da una manera mas cuantitativa de entender la incondicionalidad (ver

[AKOG, Theorem 3.1.3]).

Teorema 1.1.2. Dado un espacio de Banach X con base de Schauder (x,)n>1 los siguien-
tes son equivalentes:

(i) (zn)n>1 €s una base incondicional para X .

(ii) Eziste una constante K > 0 tal que para todo par de sucesiones (ap)p>1 < C y
(n)n>1 < T wvale

<K
X

Z Enlndn

n=1

2, @

n=1

(1.1)

X

Dada una base incondicional (z,),>1 para el espacio de Banach X decimos que es una
base K -incondicional si cumple la desigualdad en . La constante 6ptima para esa base
en se llama constante de incondicionalidad para la base y la notaremos x ((z5)n>1; X).

La constante de incondicionalidad del espacio X se define como

X(X) := inf x((zn)n=1; X),

donde el infimo se toma sobre todas las posibles bases incondicionales (zy,),>1 de X.

Observemos que los vectores canénicos forman una base 1-incondicional para cy y £p,
con 1 < p < o0. Asimismo toda base ortonormal de un un espacio Hilbert separable es
también una base 1-incondicional.

Para espacios de Banach de dimensién finita toda base es incondicional ya que la con-
vergencia esta trivialmente garantizada. De todos modos, el Teorema permite dar
un sentido significativo al estudio de la incondicionalidad en el caso de dimensién finita.
Serd extremadamente util entender las constantes de incondicionalidad para las bases en
espacios de dimension finita para atacar problemas en espacios de dimensién infinita.

3



Capitulo 1. Preliminares

1.1.2. Espacios de Banach de sucesiones

En esta seccién introducimos una tipo especial de espacios de Banach. Estos espacios
seran esenciales en nuestro estudio de funciones holomorfas ya que permiten una agradable
nocién de coordenadas.

Para cada par de elementos z,y € CN, usaremos la notacién

-y = (T1Y1, T2Y2s - - -, TnYn, - - -)

para referirnos al producto coordenada a coordenada, para referirnos a la sucesién de los
modulos de x usaremos

|.’L’| = (‘$1|7 ’1132|, SRR ‘xnlv e )

Si |z;| < |yi| para cada i € N escribiremos |z| < |y|. Un espacio de Banach de sucesiones,
o simplemente espacio de sucesiones, es un espacio de Banach (X, | - |x) cumpliendo las
inclusiones /1 € X < £y y de forma que, si x € CN e y € X con |z| < |y|, entonces z € X
v [|z]x < |yllx- Es decir, si un elemento esta acotado en norma por otro que pertenece al
espacio, eso asegura que el primero estd en el espacio también.

Un conjunto no vacio y abierto R < X es llamado dominio de Reinhardt si, dados
z e CY ey e R tales que |z| < |y| entonces z € R. Dada una sucesién acotada z su
reordenamiento decreciente x* estd dado por una sucesién definida del siguiente modo,

z,, = inf{ sup |z;|: J < N, card(J) < n}.

JEN\J
Un espacio de sucesiones (X, | - |x) se dice simétrico si, x* € X siy s6lo si x € X, y més
aun, ||z|x = ||z*||x. Un conjunto A < X es simétrico si, x € A si y sélo si x* € A.

Proposicion 1.1.3. Para todo x € cq existe una funcion inyectiva o : N — N de forma
que Ty, = [T (y)| para todo n € N.

Diremos que una sucesién = € CN es decreciente siempre que |z| lo sea.

Los espacios de Banach ¢, con 1 < p < o0 y ¢y son espacios de sucesiones. También
los, mas generales, espacios de Lorentz son buenos ejemplos de espacios de sucesiones.
Recordemos su definiciéon. Para 1 < p,q < o0 el espacio de Lorentz £, 4 se define como

1 1
bg = {2 CV: (k2715 )z, < 0}

Dado 1 < p,q < o0, y fijado z € £, ; definimos

1
sup k7 |z para q = 0,
k=1
i1 k2| < 0,p =0
pp7q(z) = ”(k‘P qZ;:)kZlHﬁq = ,;1 ‘Zk| para q , D )
- 1
a_1 E
Z kr " |zp |9 para q,p < 0.
L \k>1
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Siempre que 1 < ¢ < p < ®, [2]l¢,, := ppgq(2) define una norma sobre £, , que lo hace
un espacio de Banach de suceciones. Observemos que ¢, , = {, para cada 1 < p < 00. Si
1 < p < g < o la funcién pp, 4 no cumple la desigualdad triangular, aunque es una quasi-
norma completa en £, 4, i.e. existe ¢ > 0 tale que para todo par de elementos z,w € £,
vale

Pp.q(z +w) < c(ppq(2) + ppg(w)).

Notaremos en general | - ||g, . = ppq(-) atin en los casos en los que no sea una norma. Este
problema puede ser arreglado considerando a estos espacios dotados de la norma dada,

para z € {p 4, por
o) a_q 1 n . q 1/q
12lleqq) = ne " Z “k :
n=1 k=1

Para 1 <p,q <oy z€/l,,, se tiene que

Ppg(2) < HZHEW) <P ppg(2), (1.2)

luego, siempre podremos trabajar con la quasi-norma pp4(-) y tratar a (¢4, ppe(-)) como
un espacio de Banach de sucesiones si estamos dispuestos a pagar p’ como precio en nuestras
cotas siempre que lo hagamos (ver [BS88, Lemma 4.5]). Ademés necesitaremos un resultado
al respecto de los duales de los espacios de Lorentz, que es una adaptaciéon al caso que
necesitamos de [BS88, Corollary 4.8].

Teorema 1.1.4. Paral <p < y1 < q < o0 el espacio dual (¢p4)" es isomorfo al espacio
gp/,q/ .

Una tdltima familia particular de espacios de sucesiones que necesitaremos mas adelante
serd la de espacios de Marcinkiewicz. Sea U = (¥(n))_, una sucesién creciente de nimeros
reales no negativos con ¥(0) = 0 y ¥(n) > 0 para todo n € N. Estas funciones son
usualmente conocidas como simbolos. El espacio de sucesiones de Marcinkiewicz asociado
al simbolo ¥, denotado por my, es el espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas

(zn)n tales que
nook
[l 1= sup Z=17E

n=1 \I/(TL)

Para un espacio de sucesiones X y n un ntmero natural consideramos la proyeccion
n-ésima

< Q0.

T, X = C"
(T1ye ey Ty ) > (21,00, Tn), (1.3)
v la inclusion n-ésima
b :C" = X
(X1, oyxpn) = (T1,..., 2, 0,.. ). (1.4)
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Denotamos por X,, a C" dotado de la norma cociente inducida por ¢y, i.e.

[(z1,. .., 2n)llx, = Wf{|z|x : tn(x) = (21,...,20)}

Observemos que esta construccién hace de 7, : X — X, v v, : X, — X operadores
de norma uno. En ocasiones serd 1til identificar a X,, con i,(X,) < X. Un importante

ejemplo es £ = (¢p)n, esto es, el espacio de Banach dado por todas las n-tuplas z =
1/p

(21,...,2n) € C" dotado con la norma |(21,...,2,)|p = (Z?:l |zz-]p) sil<p<oo,y

(21, .., 2n) o0 = max;—1,. n|2i| para p = co. También consideraremos by g = (£p,q)n con

1<p,q<oo

1.2. Polinomios homogéneos y operadores multilineales.

Dados X1,...X,,,Y espacios de Banach un operador multilineal o forma multilineal de

X1 x---x X, enY esuna funcién T : X7 x---x X,,, — Y que es lineal en cada coordenada.

También llamamos a una funciéon asi un operador m-lineal, siendo mas especificos. El

conjunto de los operadores m-lineales de X; x --- x X,;, en Y es un espacio vectorial con

la suma y el producto escalar de funciones que se definen como es usual aprovechando la

estructura de espacio vectorial de Y. Recordemos que un operador multilineal T : X; x
- x X,, =Y es acotado o continuo cuando

|‘T||£(X17_._7Xn;y) = sup{||T(x1,...,2m)|ly : 1 € Bxy,...,Zm € Bx,,} < ©.

El conjunto de todos los operadores m-lineales y acotados de X; x --- x X,,, en Y equipado

con lanorma || z(x, .. x,,:v) €s un espacio de Banach, el cual denotamos L(X71, ..., X;n; Y).
Cuando Y = C simplemente usamos L£(X1,...,Xp), y si X = X; = --- X,,, denotamos
L(M™X;Y) a este espacio.

Siempre que tengamos espacios de Banach W7y, ... W,,, X1 ..., X,, y operadores lineales

y acotados entre ellos u; € L(W;, X;), podemos considerar la aplicacién siguiente

(U, ooy Upy) W X oo x Wy > X X - x X

(W1, ..y W) = (ur (W), ...y U (Wi)).
Dado un operador multilineal y acotado T € L(X1, ..., X,,;Y) la aplicacién anterior induce
otroT o (ug,...,uy) € L(W1,...W,;Y). La siguiente proposicién dice que efectivamente

el operador inducido es acotado y como se acota su norma en funcion de las normas de T
v los operadores uq, ..., Up.

Proposicién 1.2.1. Sean Wy,... Wy, X1..., X, Y, Z espacios de Banach. Dados u; €
LW;, X;) para cada 1 < i < m, v e LY, Z) yT € L(X1,...,Xm;Y) se tiene que
voT o (u...,um)€ LWi,...Wi;Z) y ademds

[voTo(ur,...,um)lcw,. wmsz) <

<vlleev, ) 1T 2ixn, ) [ 2o, x0)  m ] 2w, X 0m) -
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Dado un par de espacios de Banach X, Y y T € £L(™X;Y) la aplicacién

P:X->Y

x> T(z,...,x),

es un polinomio m-homogéneo de X en Y. Diremos que P es acotado o continuo si su
norma uniforme

|Plpnx;yy = sup [P(z)]y,

xGBX

es finita. En otra palabras, si consideramos la inclusion diagonal

Ay X > XM

e (z,...,x),

un polinomio m-homogéneo es una funcién P = T o A, para cierto operador m-lineal
acotado T e L(™X;Y).

Observemos que para todo polinomio m-homogéneo P definido a travésde T € L("X;Y)
vale que

IPllpemxyy < [Tleemxiyy- (1.5)

El conjunto de todos los polinomios m-homogéneos y acotados de X en Y provisto de
la norma | - [pemx;y) es un espacio de Banach al que denotamos P(™X;Y’) . Cuando
Y = C directamente usamos P(™X) para referirnos a P("X;C). Para un polinomio m-
homogéneo P € P(™X;Y) existe siempre una aplicaciéon multilineal T' € L(™X;Y) de
modo que P =T o A,,. Decimos que T is un operador m-lineal asociado a P.

Para una aplicacion general g : U — Y, donde Y es un espacio de Banach, y dado
cierto subconjunto V' < U la siguiente notacién sera de utilidad

lgllv := sup [|g(v) ]y
veV

Observemos que, para un polinomio m-homogéneo P € P(™X;Y), usando esta notacién
para la bola de X tenemos que ||P|py = || P|p@mx;y). Una propiedad simple pero central
de los polinomios m-homogéneos es, como su nombre lo sugiere, su homogeneidad. Esto es,
dados A\e C,x € X y Pe P("X;Y), se sigue que

P(\z) = A" P(x).

Los polinomios homogéneos sobre espacios de Banach tienen la bonita y muy importante
propiedad de ideal.

Proposicién 1.2.2. Sean W, X,Y, Z espacios de Banach. Para ue L(W,X), ve L(Y,Z)
y PeP(MmX;Y) se tiene quevo Poue P(MW;Z) y
|vo Poulpmw.z) < [vl oz |Plpemx vy lulZow, x)-

En particular, para espacios de sucesiones tenemos el siguiente corolario que es extre-
madamente ttil.
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Corolario 1.2.3. Dado un espacio de Banach X y un polinomio homogéneo P € P("X).
Para cada n € N vale que P, := Pom, € P("X,) y |Pullpenx,) < IPlpemx)-

Con esto en mente, aunque nuestro principal interés este puesto en los espacios de
polinomios continuos en espacios de dimensién infinita, serd de gran utilidad estudiar sus
versiones finito-dimensionales.

Un polinomio m-homogéneo en n variables complejas es una funciéon P : C* — C de la
forma

P(z1,...,2n) = Z a2,

aeA(m,n)

donde A(m,n) :={aeNj:|a|:==a1+ - +a, =m}, 24 :=2{"- 22" y a, € C.
Otra forma de escribir un polinomio P es la siguiente:

P(zi,...,2,) = Z %,
jeJ(mn)

donde J(m,n) := {j = (J1,.--+Jm) E N : 1 < j1 < - < jm <N}, 25 1= 25, 2, ¥
¢; € C. Estas dos maneras de indexar los coeficientes de un polinomio homogéneo en finitas
variables estan relacionas por la biyeccion

F:A(m,n) — J(m,n)
a=(ar,...,0n)—j=(1,%,1,...,n,% n). (1.6)

Notemos que ¢j = aq con j = F(«). Cuando j = F(«) diremos que a = a(j) es asociado a
j y viceversa, j = j(«) asociado a a. Usaremos el hecho de que el cardinal de este conjunto
de indices es

(1.7)

T (m,m)] = [A(m, )] = <m+”‘1>.

m

Nos referimos a los elementos (2%)aea(m,n) (equivalentemente, (zj)je7(m,n)) como los
monomios. Notemos que P € P("C") define una tnica sucesién de coeficientes que puede
ser escrita en dos maneras como (aa(P))aeA(m,n) ¥ (¢j(P))je(mn) de modo que

P(z) = Y aa(P)z" = > ¢(P)z.

aeA je(m,n)

La relacién entre los coeficientes de estas dos formas de escribir a un polinomio P esté
dada por an(P) = ¢;(P) siempre que F(a) = j.
Otro conjunto de indices muy 1til, especialmente explotando la conexién entre polino-

mios homogéneos y operadores multilineales, serd {1,...,n}™, el cual abreviaremos como
M(m,n). Dado j € J(m,n) puede haber muchos indices i = (i1,...,4,) € M(m,n) tal
que para alguna permutacién o € Sy, se consiga j = o(i) := (iy(1), - - -, lo(m)). Para cada

j€ J(m,n) consideramos la clase de equivalencia
[j]:={ie M(m,n):j=0(j) conoeSy,},

8
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y mediante |[j]| denotamos el cardinal de [j]. Observemos que para cada i € [j] con o € S,
de forma que j = o(i) tenemos zj = 2i = (2,(1), - - -» 20(n))j- Dado a € A(m,n), podemos
calcular su cardinal como [[a]] := %‘ donde a! := ay!---ay!. Si F(a) = j se sigue que
311 = el

En el estudio de algunos espacios de polinomio homogéneos sobre espacios de sucesiones
de dimensién infinita serd de mucha utilidad considerar los conjuntos

j(m) = Uj(man):{j:(.]h7jm)ENm1<]1<g]m}7

n=1

N
A(m) = U A(m,n) = {aeN(() ). |a] =m}.
n=1
La siguiente es una descripcién de los polinomios homogéneos en espacios de sucesiones
dependiendo de sus proyecciones de dimensién finita.

Observacién 1.2.4. Sea X un espacio de sucesiones, cada P € P(™X) define dos tnicas
sucesiones de coeficientes (aa(P))aeam) ¥ (¢j(P))jes(m) de modo que para cada n € Ny
z € C" se tiene

Pu(z) = ), aa(P)z"= > ¢(P)z.

aeA(m,n) jeJ (m,n)

Demostracion. Dados un espacio de sucesiones X y un polinomio homogéneo y continuo
P e P(™X), gracias al Corolario podemos considerar su proyeccién de dimensién fini-
ta (Pp)n>1. Para cadan € N el polinomio P, define el par tinico de sucesiones (aa(FPn)) A (m,n)
y (¢j(Pn))je (m,n)- Notemos que dados dos niimeros naturales n < N tenemos Pyom, = Py,
lo cual implica (aa(PN))A@m,n) = (@a(Pn))A@nm) ¥ (6(PN))jeg(mm) = (6(Pn))jes (mom)- Es-
to dice que la dependencia en n de la sucesién de coeficientes de P, es ilusoria. Luego

podemos escribir (aa(Pn))A(m,n) = (aCX(P))A(m,n) y (Cj (P'fl))jEJ(m,n) = (Cj (P))jEJ(m,n)' Fi-
nalmente, para cualquier n € N, dado z € C™* tenemos

Pu(z) = > aa(P)2"= > ¢(P)z,

aeA(m,n) jeJ(m,n)

como queriamos. I

1.2.1. Operadores multilineales simétricos

La conexion entre polinomios homogéneos en espacios de Banach y formas multilineales
es clara y profunda. De hecho, para cada polinomio homogéneo debe haber un operador
multilineal detras pero, puede que mas de un operador multilineal defina el mismo polino-
mio. Por ejemplo, el polinomio

P:C?->C

2 2
(21, 22) — 21 + 22129 + 23,
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puede definirse a través de dos formas bilineales diferentes Ty, Ty € £L(2C?) donde

T1((21,22), (y1,y2)) = T1y1 + 221Y2 + T2Y2,
To((z1,22), (y1,Y2)) = X1y1 + T1Y2 + Y122 + T2y2.

Diremos que un operador multilineal 7 € L£(™X;Y") es simétrico si, dada una permu-
tacién o € S, y cualquier m-tupla (x1,...,2,,) € X™ se tiene

TU(:L’l, ‘e .,:cm) = T(xg(l), - .,xg(m)) = T(.CCl, e ,J}m).

Notemos que para cualquier permutacion o € .S, vale que

To ) 0mxvy = 1T 20mxv)- (1.8)

Dada cualquier forma multilineal 7" € £(™X;Y’) consideramos su simetrizacién 7% €
L(MX;Y) dada por

75 . X™ >Y

1
(xl,...,xm)r—»—‘ To(z1, .-\ Tm),
" 0€Sm

la cual es nuevamente una forma m-linear pero en este caso simétrica. Mas atin podemos
definir el operador de simetrizacién

s L(MXY) - L(MXY)
T—T°.

Para cualquier forma simétrica T € L("™X;Y), vale que T = T, para cada o € Sy, y
card(Sy,) = m! tenemos

1
s _ —
T° = ] E T, ="1T.
o€SH

Ademids dado T' € L(™X;Y) y gracias a la ecuacién ([1.8)), se sigue que

1
Il7s(D)ll cemxvy = H% Z To | cemxivy

" oeSm

1
o Z IT5 ]l 2om x vy

" 0€Sm

IN

1
= — 2 | Tleexyy = 1Tl cenxow)-

" 0€Sm

Usando la observacién anterior resulta que 7; es una proyeccion. Llamamos al espacio

dado por la imagen de esta proyeccion el espacio de operadores m-lineales simétricos y lo
denotamos L°("X;Y) := ms(L(MX;Y)).

10



1.2. Polinomios homogéneos y operadores multilineales.

Podemos definir el siguiente operador suryectivo
S L(MXY) - P(MXLY)
T—T:=ToA,

Dado P € P("X;Y) la formula de polarizacién da un tnico operador multilineal y simétrico
asociado a P. Fijados (z1,...,Ty) € X™ esta férmula aplicada a P esta dada por

P(a1,... o) = 2mm'2 Z e1-emPe1zr + - + emm).

i=1¢g;=

Observacién 1.2.5. Para un polinomio homogéneo P € P("C") y dados los multi-indices
aecAN(m,n), Fla) =je J(m.n) yi= (i1,...,im) € [j] se tiene que

aa(P) = ¢(P) = Ples,,- .., ei,,)|ill,

Demostracion. Dado j € J(m.n) y i € [j] existe alguna permutacién o € Sy, tal que
j = o(i). Cémo P es una forma simétrica se sigue que

~

P(ejl, e ,ejm) = Po(ejl,. . '1€jm) = P(eil, .. .,eim). (19)

Notemos que M(m,n) = Ujej(m n) [j] es una particién. Dado z € C", usando la ecuacién

(1.9), tenemos que
P(z2) :]B(z,...,z) = Z f’(eil,...,eim)zi

ieM(m,n)
Z Z 6J17"'7ejm)zj = Z |[j]|P(ej17”'v€jm)Zj'
jeJ (m,n) i€[j jeJ(mn)
gracias a la unicidad de los coeficientes de P tenemos lo que que queriamos probar. ]

La férmula de polarizacién dada en (|1.2.1) define el operador lineal

TPMXY) - L5(MXY)

P— P.

El siguiente teorema afirma que ambos operadores, - y  , resultan isomorfismos de
espacios de Banach entre £°("X;Y) y P("X;Y), siendo ademds uno inverso del otro.
En particular para cada polinomio homogéneo hay una unica forma multilineal simétrica
asociada a este.

Teorema 1.2.6 (Proposicién 1.8 en [D1n99]) Dado un operador multilineal simétrico
Te L5(MX;Y)yP=ToA,, entonces T = p Yy

m

1Pllpemxyvy < 1T 2emxiyy < WHPHP("IX;Y)-

11
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El siguiente resultado compara la norma de un polinomio homogéneo con la norma de su
forma multilineal simétrica asociada dadas algunas restricciones precisas en los elementos
en los que se evalua.

Teorema 1.2.7 (Theorem 1 in [Har72]). Drado un polinomio homogéneo P € P("X;Y')

y su forma multilineal simétrica asociada P € L5("X;Y), para cualquier k € {0,1,...,m}
se tiene .
P —— m — k)lklm™
S P e r-‘ .. D < ( P _—
U,vlelgx | (U’ “ Ol (m — k?)mfkk;km! H HP( X;Y)
m—k

1.3. Funciones holomorfas

Ahora centraremos nuestra atencién en uno de los temas principales de la tesis, las fun-
ciones holomorfas sobre espacios de Banach. Las definiremos, discutiremos algunas de sus
propiedades méas importantes y su conexién con los polinomios sobre espacios de Banach.

Dados dos espacio de Banach sobre el cuerpo de los complejo X e Y y un conjunto
abierto U < X decimos que una funcién f : U — Y es Gdteauz-holomorfa si, dada una
tripleta £ e U,n € X, ¢ € Y, la funcién de una variable compleja

A— ¢o f(§E+ M),

estd definida y es holomorfa en algiin vecindario de 0 (en el sentido tradicional para una
funcién de una variable compleja). Si f : U — Y es Gateaux-holomorfa y continua diremos
directamente que es holomorfa. Cémo en el caso unidimensional llamaremos entera a toda
funcién holomorfa en todo el espacio X.. Para denotar al espacio de todas las funciones
holomorfas sobre algtin abierto U < X a valores en Y usamos H(U;Y) (o H(U) siY = C).
El conjunto H(U;Y) es, de hecho, un C-espacio vectorial.

El siguiente teorema condensa tres maneras de entender a las funciones holomorfas
sobre espacios de Banach. Para una demostraciéon de este hecho y una visién profunda de
la teorfa de funciones holomorfas en espacios de Banach recomendamos [Din99] y [Muj10].

Teorema 1.3.1. Dados dos C-espacios de Banach X eY, un conjunto abierto U c X y
una funcion f : U — 'Y son equivalentes:

= f es holomorfa.
» [ es Fréchet diferenciable para cada x¢ € U, i.e., existe df (xg) € L(X,Y) tal que

I f(zo + h) — f(xo) — df(x)(h) _ 0
h—0 1h]lx '

» Para cada xg € U existe v = r(xg) > 0 de forma que, en B.(xg), la serie de Taylor
de f converge uniformemente, i.e., hay polinomios homogéneos %ﬂxo) e P(MX,Y)
de manera que

d™ f(xo
fay= 3 T ) 4 fao).

|
me1 m:

12



1.3. Funciones holomorfas

para cada x € By(xg).

Dada una funcién holomrfa f : U — Y y un punto ¢y € U, también usaremos
Py (f)(xg) = %ﬂxo) (o simplemente P,,(f) cuando el punto z este claramente deter-
minado) para llamar a la parte m-homogénea en la expansion de Taylor.

De la tercera equivalencia en el Teorema [1.3.1]| se hace clara una profunda conexién las
funciones holomorfas y los polinomios homogéneos en espacios de Banach. Explotaremos
esta relacion a lo largo de todo el texto. En este sentido, una herramienta fundamental al
trabajar con funciones holomorfas serd (al igual que en el caso unidimensional) la férmula
integral de Cauchy. En este caso esta férmula enuncia que, para cierta funcién holomorfa

feH(U;Y), un punto z € U € X y otro x € X, vale que
d™f(z) 1 f(z+ Ax)

T)=—
m! 21 Jjp=r AL

d, (1.10)

para cada m € Ny, dénde r > 0 es una radio tal que z + Az € U para todo |A| < 7.

Hay muchas familias de funciones holomorfas consideradas en la literatura, aqui presen-
tamos aquellas que estudiaremos a lo larde de la tesis. El primer ejemplo es una familia ya
conocida, dados dos espacios de Banach complejos X e Y, para todo m € N consideramos
la familia de polinomios m-homogéneos P(™X;Y). El hecho de que efectivamente sea un
subconjunto del conjunto de funciones holomorfas de X en Y, i.e.,

PMX;Y)c HX;Y),

es claro gracias al Teorema
Para todo conjunto acotado U < X usamos H(U;Y') para denotar al subconjunto de
H(U;Y) dado por la funciones holomorfas y acotadas de U en Y. La norma dada por

1l @iy == Il = sup | ()]
zE

hace de (HOO(U ;YY) - | HOO(U;y)> un espacio de Banach. Estaremos espacialmente in-

teresados en Ho(Bx;Y), en particular para Y = C, en este caso usamos la notacién
Hy(Bx) := Hy(Bx; C). El siguiente lema implica, para todo m € Ny, que la proyeccién
Hy(Bx;Y) - P(MX;Y)
d™f(0
PN

m!

I

es una contraccion.

Lema 1.3.2. Dados dos espacios de Banach complejos X,Y y un abierto balanceado U < X
se sigue que

H d™ f(0)

2 <t
m. U

para todo m € Ny

13
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La idea de la demostracién del Lema es esencialmente usar la formula integral de
Cauchy .

Finalmente consideramos el conjunto Hy(X;Y) < H(H;Y) dado por las funciones
enteras de tipo acotado, i.e., el conjunto de todas las funciones enteras sobre X a valores
en Y que resultan acotadas en los conjuntos acotados de X. Este conjunto tiene estructura
de espacio vectorial. Mds atn, para f € Hg(X;Y) y cualquier natural n, ¢,(f) := || fllnBx
define una seminorma. El espacio Hy(X;Y") es un espacio de Fréchet considerando la familia
de seminormas {g, : n € N}. Una funcién f es entera de tipo acotado si y sélo si

m 1/m
lim Hd SO _, (111)
m—ow | ml g
(see [Mujl0, Corollary 7.4]) y, para todo r > 0, p,(f) := Z = es también
m! g,

m=0
una seminorma en Hp(X;Y'). La familia de seminormas {p, : » > 0} da para H,(X;Y) la

misma estructura de espacio de Fréchet. Cuando tengamos Y = C escribiremos directa-
mente Hy(X) para referirnos a este espacios.

En el caso de dimension finita, una funcién compleja es holomorfa en un conjunto
abierto si y solo si es analitica alli, i.e., tiene localmente una expansién en serie de Taylor
dada por los monomios.

Teorema 1.3.3. Dado un conjunto abierto U < C" una funcion f: U — C es holomorfa
en U st y solo st es analitica en U. En este caso, dado z € U, existen r1,...,ry, > 0
(dependiendo de z) tales que

fw) =Y aa(f)(z)(w - 2)*

n
aeNj

para todo w € z+ (r1,...,r,) -D". Ademds sus coeficientes pueden ser calculados mediantes
la formula

aalf)(2) = = AGELI D de. (112
e Joo] & ()

(2mi)™ En—zn|=pn (1 — 21)21 T (€ — 2)0n H]

1.4. Interpolacion compleja

El método de interpolaciéon compleja desarrollado por Calderén es una herramienta
sumamente 1til en el estudio de operadores acotados entre espacios de Banach y, en general,
desigualdades en estos espacios. Este método permite obtener informacién sobre operadores
lineales entre una familia de estos espacios conociendo como estos operadores se comportan
en los espacios extremales en la familia.

Diremos que dos espacios de Banach X,Y forman un par de interpolacién si existe
cierto espacio vectorial topolégico de Hausdorff A y un operador continuo e inyectivo

ix: X oA yiy:Y —A.

14



1.4. Interpolacién compleja

Cuando (X,Y) sea una pareja de interpolacion consideraremos el espacio de Banach dado
por su suma

X+Y:= {zX(m) +iy(y)reX,ye Y}
dotado de la norma
[ulxsy = inf {lalx + [yly : v € X,y e Yiu = ix(@) +iv(y) :
y el espacio de Banach dado por su interseccién

XnY : = Zx(X) M iy(Y),

con la norma |u|x~y = méX{Hi)_(l(u)Hx, Hz;l (u)Hy}

La inclusion

t: XnY — X+4Y,
u -,

es una isometria, esto permite definir el concepto de espacio intermedio E para una pareja
de interpolacién (X, Y) como cualquier espacio de Banach tal que XnY < E < X+Y como
espacios de Banach (i.e., |ul|x+y < [|u|g < |u|x~y). Un espacio de interpolacién entre X
e Y es un espacio intermedio F tal que, dado un operador lineal y acotado T'e L(X +Y)
de forma que T'|x € L(X) y T|y € L(Y), vale que T'|g € L(E).

Para definir el método de interpolacién compleja sera necesario considerar la banda
compleja B :={z =a+bi: 0 < a < 1}. Sea (X,Y) una pareja de interpolacién, diremos
que una funcién f: B — X + Y cumple la condicién () si

1. f es continua en B:;
2. f es holomorfa en B;

3. t — f(it) es continua y acotada de R en X, t — f(1 + it) es continua y acotada de
RenY.

Consideremos el espacio de Banach dado por las funciones complejas que realizan la con-
dicién (%), i.e.,

FX,Y) = { f:B—X+Y: cumpliendo la condicién (*)},

dotado de la norma dada por | f|r(x,y) := méx{sup | f(it)|x,sup [ f(1 + it)|x}.
teR teR
Dado 0 < 6 < 1 consideramos
No(XY) = {f e F(X,¥): f(9) = 0},
el cual es un subespacio cerrado de F(X,Y). El espacio intermedio dado por el método de

interpolacion compleja en 6 estd dado por

_F(X)Y)
oY= Ny

15
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dotado de la norma cociente.
Dado 1 < pg,p1 < o un resultado clasico de Riesz y Thorin implica que para cada
0 <6 <1 se tiene

[Lpo(U, 1), Lp, (U, w)]o = Lp (1), (1.13)

isométricamente, donde % = 110;00 + p% para todo (U, u) espacio de medida.

Teorema 1.4.1 (Teorema de interpolacién multilineal). Dados m € N, las parejas de in-
terpolacion (X3, X1),..., (XF, X)) (Yo, Y1) y T e L(XE, ..., XI4Y0) n L(XY, ..., X Y7)
un operador multilineal. Entonces para todo 6 € (0,1) se tiene que

Te ‘C([X&)Xll]97 SRR [X(gan{n]Q; [vayl]@)

y vale la siguiente cota para su norma
1-6 0
170 2 x0.ixp xplostvorile) < 1T zcxa xp oo 1T lexr o xpavy-

1.5. Dirichlet series

Para entender los resultados de la tesis esta seccién no es necesaria. De todos modos
si lo es para comprender mas en profundidad su motivacién. Esta incluida para dar las
definiciones y el trasfondo de ciertos hechos historicos mencionado en el Capitulo

Dada una sucesién (ap)nen < C definimos la Serie de Dirichlet inducida como el objeto

D .= Z an%.

n=1

formal

Notaremos con D al conjunto de las series de Dirichlet. De nuevo, formalmente definimos
una estructura lineal en D, a saber

D an% + ) bn% = > (an + bn)%,

n>1 n>=1 n=1
1 1
A (Z anns> = 2 (/\an)ﬁ,
nz=1 n>=1

y una estructura algebraica dada por el producto

1 1 1
n_ bni = bm s
(;16L ”s) (;1 ns> gl (kn%nak > n

usualmente llamado producto de Dirichlet. Estas series juegan un rol fundamental en la
teoria de numeros. El ejemplo mas prominente de una serie de Dirichlet es la bien conocida
funcion ¢ de Riemann
1
C=2

n=1
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1.5. Dirichlet series

Dado o € R seré 1til la notacién [Re > o] := {z€ C: Re(z) > o}, [Re < o] y [Re = 0]
estan definidos andlogamente. Dada una serie de Dirichlet D y s € C de forma que la

serie compleja D(s) = Z ap— converge es sabido que D(s’) también converge para todo
n

n=1
s’ € [Re > Re(s)] (see [DGMSP19, Theorem 1.1]). Podemos considerar entonces, dada
D e D, su Abscisa de convergencia definida como [Re = o.(D)] donde

oc(D) :=inf{o € R: D converge en [Re > o]} .

El siguiente resultado cldsico de la teoria de series de Dirichlet es el primer paso en el
estudio de estos objetos desde el punto de vista del analisis.

Teorema 1.5.1. Sea D una serie de Dirichlet no divergente en todo punto. Entonces
converge en [Re > o.(D)] y diverge en [Re < o.(D)]. Mds ain, la funcion definida por,

D:[Re>o.]—C
5»—>D(s)=2an—

b
ns
n=1

es holomorfa.

1 . .
Notemos que, para D = Z an—, suregion de convergencia absoluta es exactamente la
n
n=1

. 1 . .
region de convergencia para Z |an] — - Esto implica que la region de convergencia absoluta
n=1 n
para una serie de Dirichlet es nuevamente un semiplano. Podemos considerar entonces la

abscisa de convergencia absoluta para D € D definido como [Re = 04(D)] donde
04(D) :=inf {o € R: D converge absolutamente en[Re > o]} .

Es claro que o.(D) < 04(D) para toda serie D € D.

Hay una tercera abscisa que juega un rol importante en esta parte de la teoria de series
de Dirichlet. Observemos que dada una serie D € D podemos mirar la sucesién de funciones
definida por sus sumas parciales

N

(Dn)Nen 1= (Z an;>
NeN

n=1

y estudiar su regién de convergencia uniforme. De este modo surge la abscisa de conver-
gencia uniforme para una serie D € D como [Re = 0,(D)] donde

ou(D) :=1inf {o € R: (Dy)nen converge absolutamente aD en [Re > o]} .

No es dificil ver que o.(D) < 0,(D) < 0,(D) para toda serie D € D.
Es posible trazar un paralelismo entre el rol que juegan los semiplanos de convergencia,
convergencia uniforme y convergencia absoluta para las series de Dirichlet y los discos
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de convergencia, convergencia uniforme y convergencia absoluta para series de Taylor.
Es un resultado clasico que en el caso de series de Taylor todos esos discos coinciden.
Algunas pregunta naturales que surgen de intentar entender este acercamiento a las series
de Dirichlet son:

= ;Seran los semiplanos de las distintas formas de convergencia siempre los mismos?
= Sino es asi, ;Cudn grande son las distancias entre cada una de las abscisas?

Para cierta serie de Dirichlet las abscisas podriafl todas coincidir, pero esto no es verdad
para una serie en general. Tomemos, por ejemplo, D = ZnZl(—l)"n_S . Esta serie converge
para [Re > 0], pero o4(D) > 1, con lo cual 0,(D) — 0.(D) > 1. Por otro lado, dada
D =3%,-1a,n"° con o.(D) < o, para sg = oo + it € [Re > o.(D)], usando que D(sp)

converge podemos garantizar que (|a,|n"7°),>1 estd acotada por cierto K > 0. Dado € > 0

tenemos
2|

n=1

1

1 1
- ol < K 3, i <
" pso+lte Z ‘an|nao+1+€ <K nl+e <®

n=1 n=1

Luego 0,(D) < 0.(D) + 1. Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.5.2. sup o,(D) — o.(D) = 1.
DeD

Como hemos visto las series de Dirichlet tienen un nuevo comportamiento respecto de
las series de Taylor en este sentido, y vale la pena estudiarlo.

En los primeros anos del siglo XX Harald Bohr comenzé un estudio de las series de
Dirichlet. En particular estaba muy interesado en determinar el tamano de la brecha entre
las regiones de convergencia, convergencia uniforme y convergencia absoluta. Con este
problema general en mente desarrollo algunas herramientas que le permitieron probar que

sup o, (D) — o.(D) = 1.
DeD

La tultima de las brechas,

S = sup 04(D) — ou(D),
DeD

histéricamente requirié de mucho maés esfuerzos para quedar determinada. El primer paso
para entender este problema fue dar al conjunto de las series de Dirichlet una estructura
de espacio de Banach. Consideremos

Ho :={D €D :0.(D) <0} < H([Re > 0]),
esto resulta un algebra de Banach dotado de la norma dada por

| D3, := sup [D(s)].
s€[Re>0]

Proposicién 1.5.3 (Proposicién 1.24 en [DGMSP19]). S = sup o4(D).
DeHop
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Una de las ideas principales involucradas en resolver este problema consiste en el uso
de la llamada transformada Bohr: una manera de tender un puente entre las series de
Dirichlet y las funciones holomorfas de infinitas variables. Esta transformada se define del
siguiente modo

B : Hyy(Bey) = Hoo (1.14)
o0
f Z ann”®,
n=1

donde, dado un natural n = p{™* - - - pR¥ escrito en términos de su descomposicién en nime-
ros primos y (p;)ien la sucesion de los primos ordenados, se define

1 J J f(z1,.00,20,0,..0)
oo L dzy - dey.
)N Jaer Sy 20T

En otras palabras a, = ¢o(f) con n = p* := pi* - - piH.
Su inversa es llamada levantamiento de Bohr y se define como

B My — Hop(Be,)

a0
Z apn” % — Z apaz®,
n=1

aeNéN>

donde nuevamente p® := p{* - - - pi¥N para cada a = (a1,...,an,0,...) € NE)N).

Teorema 1.5.4. La transformada de Bohr es un isomorfismo isométrico entre las dlgebra
de Banach Ho y Hop(Be,)-

Del mismo modo que los polinomios m-homogéneos son cruciales para entender a las
funciones holomorfas, este punto de vista sugiere la definicién de las series de Dirichlet m-
homogéneas. Recordemos que, para todo entero n, £2(n) es el nimero de divisores primos
de n contados con multiplicidad. El conjunto de series de Dirichlet m-homogéneas esta
definido por

D, = {Zanns €ED:a, #0 = Q(n) = m}

Un problema intermedio en el camino de determinar el valor de S es entender su versién
m-homogénea, la brecha

Sm = sup 04(D) — oyu(D).
DeD,,

Para dar estructura de espacio de Banach a D,,, definimos el subespacio de polinomios
de Dirichlet m-homogéneos que convergen en el semiplano [Re > 0] como

HY =Dy " Hoo = {Zann_se”ﬂwzan#@ = Q(n) :m,}
n
dotado de la misma norma que Hqp.
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Teorema 1.5.5. La transformada de Bohr es un isomorfismo isométrico entre los espacio
de Banach H} y P(™co).

Una herramienta muy util para establecer el valor de S, es la siguiente versién m-
homogénea de la Proposicién [1.5.3]

Proposicién 1.5.6. S, = sup o,(D).
DeHF
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Sumabilidad de coeficientes

En 1930 Littlewood [Lit30] probé su celebrada (y hoy en dia clasica) desigualdad 4/3.
Esta establece que, dada una forma bilineal B : C"* x C™ — C, se tiene que

. 3/4
(Z |B(ei»€j)|4/3> < V2| Bl cem)-

i,j=1

Més atn, probé que el exponente 4/3 no puede mejorarse, i.e., para cada r < 4/3 es
imposible tener una desigualdad analoga con una constante independiente del niimero
de variables. Esta fue la primera de muchas desigualdades de este tipo involucrando la
“sumabilidad de coeficientes”, las cuales probaron ser muy utiles para resolver problemas
en una amplia variedad de ramas de la matematica.

En los primeros anos del siglo XX Harald Bohr [Boh13] comenzé un estudio de la teoria
de series de Dirichlet. En particular estaba interesado en determinar el tamano de la brecha
entre las regiones donde esas series convergen en diferentes maneras. Uno de los principales
y mas dificiles problemas que presenté en este campo fue el de determinar la brecha mas
grande posible entre la abscisa de convergencia uniforma o, (D) y de convergencia absoluta
0q(D) para serie de Dirichlet,

S = sup 04(D) — oy (D),
DeD

donde D representa el conjunto de las series de Dirichlet. Bohr logré demostrar que S < %,
entre otras muchas contribuciones a esta teoria, pero no pudo dar con el valor preciso de
S.

El logré traducir este problema al lenguaje de las funciones holomorfas en infinitas
variables a través de la llamada transformada de Bohr. En este contexto, un problema
intermedio es determinar el tamano de la brecha para las series de Dirichlet m-homogéneas

Sm = sup o4(D) —ou(D).
DeD,,

Con este problema en mente Bohnenblust y Hille lograron una novedosa generalizacion de
la desigualdad 4/3 [BH31|] que les permitié dar el valor de la brecha.
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

2.1. Algunos resultados de sumabilidad

Bohnenblust y Hille estaban interesados en encontrar el valor de la brecha entre las
abscisas de convergencia uniforme y convergencia absoluta para series de Dirichlet. Para
lograrlo mostraron una manera suficientemente buena de controlar la suma de los coefi-
cientes de cualquier operador m-lineal a la potenma T por su norma uniforme en £q.

Teorema 2.1.1 (Desigualdad multilineal de Bonhenblust-Hille). Dados m,n € N, para
todo operador m-lineal T : C" x --- x C" — C eziste Cy, > 0 dependiendo sélo de m (no
de n) de forma que

m+1

2m
( 2 |T(€i17---7€zm)|m+1> < CmHTHC(mE%)- (2.1)

1<y, .. im<n

2m

a1 €S optimo.

Mads ain, el exponente

En general, fijados m,n € Ny 1 < r < o0, podemos considerar la constante Cy.,,(n) > 0
tal que para toda forma m-lineal T': C" x --- x C"™ — C se sigue la cota

1/r
( 2 \T(ez‘u---,ez’m)\r> < Cor (M) T | g(mer -

1<ii,...pim<n

Esta constante Cp,,(n) puede depender de m y r pero ademds del nimero de variables
complejas n. En el Teorema‘optlmo 81gn1ﬁca que, si Cp, r(n) = Cp, » no depende de n,
entonces r = 2 . En otras palabras, para r < .= la dependencia en n de C,, se vuelve
explicita. En partlcular tendremos que Cy, ,(n ) — oo cuando el nimero de variables n va
a infinito.

Denotamos por BH™"* a 1a mejor constante Cy, en el Teorema La prueba original
debida a Bohnenblust y Hille da la cota Bm“lt < mEm 2"

Para alcanzar el valor de la brecha entre convergencia uniforme y absoluta en series de
Dirichlet, Bohnenblust and Hille necesitaban una versién polinomial de esta desigualdad.
Para obtenerla desarrollaron la polarizacién y gracias al Teorema lograron el siguiente
resultado.

Teorema 2.1.2 (Desigualdad polinomial de Bonhenblust-Hille). Dados m,n € N, para
cualquier polinomio homogéneo P € P(™C") con coeficientes (an(P))acny existe una cons-
tante Cp, > 0 dependiendo solo de m de forma que

m+1
2m

2m_
Y, laa(P)|m+ < Cnl|Plpemen,)- (2.2)
aeA(m,n)

Mads atin, nf—ﬂ es optimo.
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

Demostracion. Sea P la forma m-lineal simétrica asociada a P. Por el Teorema la
Observacién [[.2.5] y usando la fdrmula de polarizacion en el Teorema tenemos

m+1 m+1
2m 2m
2m ~ 2m
Y laa(P)fm = X Pl )l
acA(m,n) jeJ(m;n)
m+1
2m 2m
j m+1 ~ 2m
A
je (mn) ielj]
m+1

m—1 ~ 2m 2m
<m!m1 > |P(es,, ... e, )|+
1<ii<..<im<n

m

<M BHJ| P mgny < m™ 5 275 | Ppgmgs )

donde usamos |[[j]| < m! < m™ para todo j € J(m,n) y la previamente mencionada cota
para BH;];”“”. Daremos mas adelante ejemplos de polinomios que prueban la optimalidad

del exponente TS—TI O

Como en la version multilineal, en el Teorema [2.1.2| ptimo significa que, si existe cierta
constante Cy.,,(n) > 0 de forma que para todo polinomio homogéneo P € P("C") vale

1/r

Z laa (P)[" < Cm,r(n)HP”P(m%ﬁ

aeA(m,n)

con Cp,r(n) = Cy,,r independiente de n, esto implica que r > 2m_ Como antes, para

= m+1-
r < nz—% la dependencia en el niimero de variables se vuelve explicita y

Crmr(n) — 00 cuando n — o0,

como mostraremos luego en este capitulo. Denotamos BHJ, "ala mejor constante C, en
el Teorema Muchos esfuerzos fueron volcados a encontrar buenas cotas para esta
constante. Se desprende del Teorema m que BHY' < m™ %5m 2™ . Esta cota no es
ni siquiera cercana a la mejor conocida para esta constante, una de las mas importantes

contribuciones a su estudio se encuentra en [DFOCT11] donde los autores prueban que

1
m—1

m—1
BHM < (1 + ) Vm2" T
Gracias al Teorema [2.1.2] el hecho de que la transformada de Bohr es una isometria
entre los espacios Hij y P("ly) y la caracterizacién de Sy, = sup peym (D), Bonhenblust
y Hille fueron capaces de mostrar que
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y luego, como S, < § < % para todo m € N, lograron concluir que

La desigualdad de Bohnenblust-Hille en el Teorema [2.1.2| explora el mejor niimero
1 < r < o0 de manera que el espacio de polinomios m-homogéneos acotados en la bola
de ¢y pueda soportar la norma ¢, de coeficientes. Observemos que, dado P € P("{y,),
su sucesion de coeficientes (aq(P))aea(m) Puede tener infinitos elementos no nulos. Luego,
dado 1 < r < o0, dicha sucesién puede o no estar en es espacio

1/r

KT(A(m)) = (aa)ae/\(m) cC: Z |aa|T <
acA(m)

Una forma cualitativa de leer el Teorema es el siguiente corolario.

Corolario 2.1.3. Sea m € N, para todo polinomio m-homogéneo P € P("™{ly,) se tiene que

(aa(P))acA(m) € L2m (A(m)). Mds ain, para todo 1 < r < 2 egiste algin polinomio
m—1

PeP("ly) de forma que (aa(P))aca(m) ¢ lr(A(m)).

Ahora simplemente probaremos el primer hecho que el Corolario declara usando
el Teorema [2.1.2] Para probar el segundo hecho enunciado necesitaremos mostrar algin
polinomio en P("¢y) con norma ¢, acotada para sus coeficientes. En la prueba original
de su resultado, Bohnenblust y Hille construyeron una familia de polinomios que cumplen
esta condicién. Nosotros seguiremos otro camino, que usa la teoria de probabilidades para
asegurar la existencia de cierto tipo de polinomios extremales. Estos polinomios nos per-
mitirdn una mejor comprensién de un problema mas general y los presentaremos luego en

la Subseccién 2.2.11

Prueba de la primer parte del enunciado en el Corolario [2.1.5 Para P € P("ly) consi-
deremos su composicién con la proyeccién a las primeras n coordenadas P, = Pom, €

P(™C"). Debido al Teorema usando que || Py |pmeny < [ P|pens,) (por el Corolario
1.2.3) y gracias a la Observacién tenemos que

_2m_
Z |lag (P)|m+1 < Co| Pullpeminy < O Plpeme,),

aeA(m,n)

donde C,, > 0 y no depende de n. Tomando el limite de n yendo a oo tenemos lo que
necesitamos. 0

Ahora parece natural preguntarnos si podemos cambiar el espacio £y en el Corolario
por otro espacio ¢, y tener un resultado similar. Esta es la primera de una serie de
preguntas que intentaremos responder en este capitulo. Asi como el desencadenante de la
desigualdad Bonhenblust-Hille fue la desigualdad 4/3 de Littlelwood, el primer intento de
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

responder a la pregunta anterior fue una generalizacién del resultado de Littlelwood dado
por la legendaria pareja que hizo con Hardy [HL34]. En esta generalizacién se consideran
formas bilineales B : C" x C" — C y se estudian desigualdades de la forma

n 1/q
(Z |B(€ia€j)|q> < K|Blizey, e )-

i,j=1

Hardy y Littlelwood estaban particularmente interesados en las condiciones sobre 1 <
q,p1,p2 < o0 que garanticen la existencia de K > 0 independiente de n. Medio siglo
después las desigualdades bilineales de Hardy y Littlelwood inspiraron a Praciano-Pereira
a atacar la versién multilineal del problema [PP81]. Este problema fue estudiado también
por Dimant y Sevilla-Peris en [DSP16].

Dado un polinomio m-homogéneo P(2) = X cp(mn) %z” en n variables complejas
denotamos su norma ¢, de coeficientes por

1/q
Plyi= (Y laal?) .
aeA(m,n)
Otra norma, relacionada a los coeficientes es la llamada g-norma de Bombieri definida en
IBBEM90]:
ol -1 1/q
[P]q = ( Z (%)q ’aa|q> .
aeA(m,n)

La relacion entre estas normas de coeficientes estd dada por las siguientes desigualdades
(ver [BBEM90)):

(m!)s~'|Ply < [Py < [Py (2.3)

Para 1 < p, ¢ < oo diremos que vale una desigualdad polinomial de tipo Hardy-Littlewood
cuando, dados m,n € N exista cierta Cy, 4 > 0 independiente de n de manera que

[Plg < Cinpgl

Plp(men, (2.4)

para todo P € P("™C"). Cuando valga una desigualdad de Hardy-Littlewood para 1 <
p,q < oo diremos que (p, q) forma una pareja de Hardy-Littlewood.

El siguiente lema, el cual se sigue inmediatamente de la férmula integral de Cauchy en
, serd de gran importancia en el desarrollo del Teorema fundamental, en esta
tesis. Ademads serd util para entender que (p,0) forma una pareja de Hardy-Littlewood
para todo 1 < p < oo0. Para algunos valores de 1 < p < o0 ésta serd la unica pareja de
Hardy-Littlewood posible.

Lema 2.1.4. Dados 1 < p <o, m,neN yae A(m,n), para todo P € P("C"™) vale que

mm

1/p
(Pl < (") Pl (25)
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

Demostracion. Dado u = m} /poel/p € Byn mediante la féormula integral de Cauchy en (1.10))
tenemos

1 |P(2)]
laq (P)] < - J f dz
“ (27”)71 |z1|=u1 |zn|=un ‘Z?H_l ce Z?Lén-H’

1 mm 1/p
< g Pl < () Ploces)

ya que z € Byn para todo || = u. O]

En algunos problemas serd necesario entender, dado un multi-indice o € A(M, n), cémo

M . .
acotar Aia . Por ejemplo, si n = M podemos tomar

a=(1,...,1,0,...,0),
—

S
M
en este caso J‘gf = MM . Por otro lado si a = (M, 0, ...,0) un simple célculo nos dice que
Aﬁf = 1. En general a® > 1 para cualquier « € A(M,n), luego

MM
sup —— < MM, (2.6)
aeA(Mn) &

y la desigualdad vale para n > M. Gracias al Lema y la ecuacién (2.6)) tenemos, para
cada P € P("™C"), que
[Ploc < m™|P|lpen)- (2.7)

Observacién 2.1.5. Para 1 < p < m no existe ¢ < oo de forma que (p, q) sea una pareja
de Hardy-Littlelwood.
De hecho, como m < p, tomando P = Z?Zl z}" para cada z € C" tenemos

n
P < X lzl™ =Nzl <=1z,
j=1

y luego se sigue que
1
[Plg =n1y |Plpemegm) < 1.
Esto prueba que no hay ninguna constante independiente de n como en la ecuacién (2.4)).

El siguiente resultado reine [DSP16| Proposition 4.1] y [PP81] Theorem A and Theorem
B] completando la descripcién de las desigualdades polinomiales de tipo Hardy-Littlelwood.

Teorema 2.1.6 (Desigualdades polinomiales de tipo Hardy-Littlewood). Fijados m,n € N
ym < p < o, existe una constante Cy, , > 0 dependiendo sélo de m y p (no de n) de
forma que, para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P tenemos:

(4) 1Pl < Cop |Plpeneyy  param <p<2m,

(i7) ‘P‘impifg_z’m < Cmp |Plpemeny  para 2m <p.
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2.1. Algunos resultados de sumabilidad

2 . .
Nuevamente los exponentes 5 Ly D J:;‘f 5 en las desigualdades anteriores son los me-

jores posibles. Observemos que, en el caso limite (p = o) recuperamos el clasico exponente
de Bohnenblust-Hille nz—’fl

Gracias a la Observacién y el Teorema tenemos la descripcién completa,
de condiciones de existencia para desigualdades de Hardy-Littlelwood. De todos modos
podriamos conseguir desigualdades més tutiles modificando la norma de coeficientes en el
lado izquierdo de las desigualdades o aceptando una mas amplia variedad de espacios donde
tomar norma uniforme en el lado derecho. Un ejemplo de este tipo de modificacion en el
lado izquierdo es el siguiente teorema debido a Bayart, Defant y Schliiters [BDS19]. Aqui
presentamos una pequena modificacion de este resultado. Esto nos permitird mejores cotas
en futuras aplicaciones.

Teorema 2.1.7 (Desigualdad de Bayart-Defant-Shliiters). Sean 1 < p < w0, myn e N y
P e P(™C"™). Luego para cada j € J(m—1,n) con el multi-indice asociado o(j) € A(m—1,n)
tenemos

/

7 , P (m _ 1)m—1 1
Z e (PP < em(a(j)a(j)> p”PHP(W;;)- (2.8)
k=jm-1

El Teorema [2.1.7] serd un ingrediente fundamental en el desarrollo de los Capitulos
Bl [0 v [8l Usaremos con frecuencia la desigualdad en el Teorema [2.1.7) la cual llamaremos
Desigualdad de Bayart-Defant-Schliiters o en ocasiones Desigualdad DBS para abreviar.

Seguiremos el articulo [BDS19] y daremos la prueba del Teorema por completitud.

Para j € J(m — 1,n) vy a(j) € A(m — 1,n) su multi-indice asociado, vale que

% < em_l(z(i;)ll)! = ™ Y[j]|, luego por el Teorema [2.1.7] tenemos
1
n o » )
/ pym=1 . 1
> legr @I | <me T FIPlpeng), (2.9)
k=jm—1

para cada polinomio P € P("™C") como aparece en [BDS19, Lemma 3.5 |.

Proposicién 2.1.8. Sean m,ne N, 1<p< w0 y Qe E(ﬁZ,P(mflﬁ;})) el operador lineal
dado por

Q(w)(z) := (Z b(j,k)wk> z,
jeJ(mmn) \k=1

para z,w € C". Luego para cadaje J(m—1,n) y a = «(j) € A(m — 1,n) vale que

n l/p/ _ 1/p
’ m—1)™ 1
(Z |b<j7k>\p> <(m=r) e
k=1

Demostracion. Para cada w € By podemos considerar P, = Q(w) € P(" ). No-
temos que para j € J(m — 1,n), si @« = «j) es su multi-indice asociado, tenemos
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aa(Pw) = Dp_y b, kywk- Por el Lema m tenemos que

m — 1)1 1/p
= |aa(Pw)| < <(();> ”PwH'p(mg;r)z)

_ (“”‘”m)/ Q) lpenag) < (“”‘”ml)l/p Q.

o %

> by Wk
k=1

Tomando supremo sobre w € Byn y usando la dualidad (€p)" = £y el resultado se sigue. 0O

Necesitaremos una ultima observacién para probar el Teorema Notemos que,
fijados m,n € N, dado je J(m —1,n) y 1 < k < n el cardinal de la clase de equivalencia
de (j, k) comparado con |[j]| cumple con la desigualdad

1[G BT < mllj]]- (2.10)

Esto vale porque el caso en el que |[(j,k)]| es lo mds grande posible se consigue cuando
k # j; para todo 1 < i < m — 1. Ademas, en este caso la cantidad de vectores diferentes
que se obtienen mezclando (j, k) es m x |[[j]|, ya que k genera un vector diferente para cada
posicién.

Demostracion del Teorema[2.1.7. Dado P € P(mC”i tomemos T = P € £(™C") su forma

m-lineal simétrica asociada. Por la Observacién para todo 20 Zmen podemos
escribir

con ¢(T) = % if i e [j].

Podemos definir Q € L({}, P(m_lﬁg)) para z,w € C" por
Qw)(z) :=T(

Zyooay Z,W).
mo1
Calculemos ahora Q(z)(w) en funcién de los coeficientes de T,
Qw)(z)=T(z,...,z,w) = Z ai(T)ziy - zi,, Wi,
ieM(m,n)
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Usando la Proposicién la desigualdad en , v la desigualdad de Harris en el
Teorema [T.2.7] se sigue que

ya que, para todo i € [j], Vale i) (T) = cm(T).

n 1/p' n 1/p'
Y legn@) ] = <Z k)1l r) (T))p')
k:jmfl k=1
n 1/p'
m <Z |C G, k) p )
k=1
1/p m—1\ 1/p
m — m—1
< (=) Vot < () T,
donde a = «(j). O

La ultima desigualdad de sumabilidad necesaria en los siguientes capitulos estd dada
por el siguiente teorema.

Teorema 2.1.9. Dados m,n € N y un polinomio homogéneo P € P(™C™) se tiene

2

S m—1
NS JegnP)P] < em2™T |Plpm).

k=1 \jeJ(m—1k)

Una versién més general del Teorema y su demostracién pueden encontrarse en
[BDFT17, Lemma 2.5].

Notemos que las desigualdades en el Teorema[2,1,7)y el Teorema pueden reescribir-
se en términos de la comparacién de dos normas en el espacio de polinomios m-homogéneos
en n variables complejas. Si consideramos la norma mixta de coeficientes en P(™C") defi-
nida, para cierto polinomio P, por

" 1/p'
|Pl(co,....oop’) = SUp D (egm(P))P ,
jeI(m=1n) \ =i,
podemos reescribir el Teorema como
’P|(w,...,oo,p/) < em(m — 1)m71HP”Z,’;7 (2.11)

para cada 1 < p < oo, m,ne Ny Pe P("C").
Por otro lado podemos definir para P(z) = X 7(n.n) ¢i(P)2j € P(™C") la norma dada
por

N

|P|(1,2,...,2) = Z 2 ‘C(j,k)(P)‘Q

k=1 \jeJ(m—1,k)
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Ahora podemos traducir el Teorema a través de esta norma como
m—1
Plag,.2) < em2 2 |[Ple, (2.12)

para cada m,n € Ny P e P("C").

En ambos casos esto da una suerte de desigualdad de Hardy-Littlelwood, especialmente
interesante para 1 < p < m donde mostramos que las clasicas desigualdades polinomiales
de Hardy-Littlelwood no valen para ¢ < o0. Para 1 < p < m da una desigualdad
de sumabilidad mejor que la dada por (2.7)). Por otro lado comparando la desigualdad
cldsica de Bonhenblust-Hille en el Teorema @ con la dada por , esta ultima da
una cota para una norma mixta de coeficientes con exponentes independientes de m. Esto
serd crucial en el estudio de funciones holomorfas.

2.2. Mas alla de la sumabilidad

Si cambiamos alguno de los pardmetros involucrados en cualquiera de los lados de la
desigualdad de Hardy-Littlewood en por otros mas alla de los limites descriptos en
la Observacion y el Teorema [2.1.6] es esperable que la dependencia en el nimero
de variables se vuelva aparente. Vale la pena preguntarse cémo es esta dependencia en
términos de la sumabilidad de coeficientes, la norma uniforme y el grado de homogeneidad
considerados.

Andlogamente, podemos estudiar un problema similar: la desigualdad que nace intercam-
biar los roles (lados en la desigualdad) entre la norma de coeficientes y la norma uniforme.

Problema 2.2.1. Sean A}l (n) y By, (n) las constantes mds chicas que cumplen las si-
guiente desigualdades: para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P,
[Plg < Aply(n) [Plpemey),
P pemeny < Bgip(n) |Plg.

s Como se comportan estas constantes en términos del niumero de variables n? ;Cudl es su
crecimiento asintdtico exacto?

Desde el punto de vista de la teoria de operadores estas constantes son exactamente la
norma de la identidad entre los espacios de Banach P("{y;) y (P(™C"), |- |y), i-e.,

Apq(n) = id = P("E;) — (P("C), |- ) [,

. (2.13)
Byp(n) = [id : (P("C"), |- |q) = P("G)]-

Observemos que, gracias a , la dependencia en n de la constante que aparece al
comparar la norma del supremo con la de Bombieri es exactamente la misma que la de las
constantes relacionadas al Problema 2.2.7]

En los 80’s, Goldberg [Gol87] establecié un problema similar en el contexto de la teoria
de matrices: dada una matriz A de tamano n x n, él estaba interesado en encontrar las
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mejores constantes de equivalencia ¢(q,p,n) (o su comportamiento asintético cuando n
tiende a infinito) que relacionan la norma ¢, de los coeficientes con la norma del operador
A actuando en f). Resultados parciales y ajustados para este problema (y algunas de
sus variantes) fueron dados por Feng y Tonge en [Ton00, Fen03|, [FT07]. Notemos que el
Problema [2.2.1] es esencialmente una versiéon polinomial del problema de Golberg.

Para atacar el problema principal de esta seccidén sera tutil comparar, dado un polinomio
PeP(mC")y1 <r,s< o0, las normas uniformes ||P|p@mm) y |P|pemeny, y las normas
de coeficientes |P|, y |P|s. Recordemos que, para cada 1 < r < s < o0y z € C", vale la
siguiente relacion entre las normas en ' y £7,

1.1
lzlls < |2l < 75 2]s, (2.14)
la cual puede reformularse en términos de las bolas de ambos espacios como
1.1

Necesitaremos en varias oportunidades la férmula de Stirling o desigualdad de Stirling,
que da la siguiente cota
k

E\" k
5k () T < B < \2rk <> - (2.16)
e

e

para todo nimero natural k. Usando esta férmula obtenemos

_ _ | _ _ m+n—1
m+mn—1 :(m+n 1).< m4+n—1(m+n—1) (2.17)
m (n—1)!m! (n—1)m mm(n—1)""1
n—1 m m n—1
<2 (1 + ) (1 + > < 2e™n™.
m n—1

Observaciéon 2.2.2. Dados 1 < r < s < 0 y m,n € N, para todo polinomio homogéneo
P e P("MC") vale que

1_1
T s

—1 -
|Pls < [Pl < (m L > |Pls < (2¢™)r ™9 PY,, (2.18)
n

m

1_1
|Plpmemy < IPlpme) < 0™ 3| Plpme. (2.19)

Demostracion. Fijemos P € P(™C™). Comencemos por la comparacién para la norma de
coeficientes (2.18)). Recordemos que la dimensién de P("C") como C espacio vectorial es

(m+n’;‘71). Luego, por la definicién de la norma de coeficientes, es claro que (P(™C"), | - |.)
(m+n—1

es isométrico a £ ™ ) Usando las cotas en (2.14]) y (2.17)) tenemos

W =

m+n-—1

1
v 11 (il 1
n > |Pls < (2e™)r 50T |P,.

\%<W&<

Para conseguir la comparacién en ([2.19) usamos (2.15) y la homogeneidad de P, luego

1_1
|Plpemeny = 1Pl < 1Pl <|P| 11 =n"G"0)|P|p,,. O
r s nr qun T
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

2.2.1. Polinomios aleatorios

Como es usual, para entender la norma de operadores acotados es necesario tener una
cota global para todo elemento en el dominio y, frecuentemente, algin elemento particular
para mostrar que la cota global es ajustada. Presentaremos ahora una familia de polino-
mios que muestra la precisién de cotas en muchos ejemplos en el estudio de polinomios y
funciones holomorfas en espacios de Banach y también lo hard en varios contextos dife-
rentes a lo largo de la tesis. La existencia de estos polinomios se prueba usando métodos
probabilisticos.

Bayart en [BayI2] (ver también [BoaOO, DGMO03, [DGMO04]) exhibié polinomios con
coeficientes unimodulares y con norma del supremo pequena sobre la bola de f£j. Mas
atn, él mostré que para cada 1 < p < o y toda sucesién de coeficientes (aa)aen(m,n)
existe una sucesion de signos (€a)aeA(m,n) © T que define un polinomio m-homogéneo

P(z) := Xaen(mon) Ealaz” en n varias complejas de forma que
1-1 1 <9
n o r sil<p<2,
Pllpmpmy < Kpp X 2.20
[ Plpemeg) < Kmp {nm(é_;”% §2<p<oo (2.20)

1
donde K, ), < Clog(m)' ™% SUPaeA (m,n) {|aa| (%!!)l/p} para cierto C' > 0 independiente de
n,myp.
Podemos elegir a, = 1 para todo a € A(m,n). En este caso tenemos polinomios uni-
modulares y vale la cota

Kpp < C’log(m)lf%. (2.21)

Ademss, la cantidad de coeficientes no nulos es exactamente el niimero de posibles mono-
mios, (n+7n;71)‘ Estos polinomios seran de gran utilidad: por ejemplo, seran extremales en
un amplio rango de p, r € [1, 0] en la desigualdad del Problema Desafortunadamente,
para un gran rango de valores de p y 7 estos polinomios no son suficientes y son necesarios
nuevos ejemplos extremales. Por lo tanto, es importante relajar el nimero de términos que
aparecen en los polinomios, permitiéndoles tener algunos coeficientes nulos, para reducir
cuantitativamente el valor de la norma uniforme. Obviamente, si uno se deshace de muchos
coeficientes/monomios, esto ayuda a reducir considerablemente el valor de la norma, pero
es importante mantener un equilibrio apropiado (tener un nimero suficiente de coeficientes
distintos de cero pero mantener la norma pequena).

Introducimos los llamados polinomios de Steiner, una clase especial de polinomios te-
traedrales definidos por Dixon en [Dix76| y estudiados alli con norma uniforme en ¢2. En
[GMSP15] los autores analizan el caso de estos polinomios tetraedrales con norma uniforme
en £;. Resulta que dichos polinomios dan cotas inferiores suficientemente precisas para la
constante A7 (n) en muchos casos.

Necesitamos algunas definiciones para describirlos. Un sistema parcial de Steiner
Sp(t,m,n) es una coleccién de subconjuntos de tamaiio m de {1,...,n} tal que todo sub-
conjunto de t elementos esta contenido en a lo sumo un miembro de la coleccién. Notemos
que podemos ver a todo sistema parcial de Steiner S,(t,m,n) como un subconjunto del
conjunto de indices J(m,n). Un polinomio m-homogéneo en n variables compleja P es un
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2.2. Mas alla de la sumabilidad

polinomio de Steiner si existe un sistema parcial de Steiner S,(¢,m,n), al que llamamos S,
de forma que P(z1,...,2n) = Xics 625 ¥ ¢j = £1. Notemos que los monomios involucrados
en esta clase tienen una configuracién combinatoria particular.

Los siguientes resultados aparecen en [GMSP15, Theorem 2.5.].

Teorema 2.2.3. Sean m > 2 y S un sistema parcial de Steiner Sp(m — 1,m,n). luego
existen signos (¢j)ses y una constante Dy, , > 0 independiente de n tal que el polinomio
m-homogéneo P = Zjes cjz; satisface

-3

3p
log"» (n) para

3 m(l_ )
log? (n)n""2

<p<2
<

G

| Pllp@meny < Dimgp x {

1
para 2 < p < 0.

Mds ain, la constante Dy, , puede tomarse independiente de m si p # 2.

El dltimo ingrediente que necesitamos para las aplicaciones es la existencia de sistema
parciales de Steiner casi éptimos, en el sentido de que tienen muchos elementos. Esto se
traduce en muchos coeficientes unimodulares para los polinomios de Steiner. Es bien sabido
que cualquier sistema parcial de Steiner S,(m — 1, m,n) tiene cardinal menor o igual que

1 n
m (mfl) .

Rodl [Rod85] en la década de los ochenta probé que existe un sistema parcial de Steiner
Sp(m —1,m,n) de cardinal al menos (1—o(1))X(, "), donde o(1) tiende a cero cuando n
va a infinito. Tomando un sistema parcial de Steiner de este cardinal en el Teorema [2.2.3
tenemos lo siguiente.

Corolario 2.2.4. Para m > 2, existe un polinomio de Steiner m-homogéneo P de n
variables complejas con al menos C,y,n™ ™ coeficientes unimodulares satisfaciendo las es-
timaciones del Teorema[2.2.3, donde Cp, es una constante que depende sélo de m.

2.2.2. Una solucién parcial al problema.

Si (an)n y (bn)n son dos sucesiones de nimeros reales escribiremos a,, < b, si existe una
constante C' > 0 (independiente de n) tal que a,, < Cb,, para todo n. Notaremos a,, ~ by, si
an < by y b, < a,. Recordemos que la cantidad de monomios m-homogéneos en n variables
complejas es | J(m,n)| = (n+$71) ~nm.

Dado un operador m-lineal 7" € £("™C") denotaremos su norma r-ésima de coeficientes

por |T|,, esto es,
1
’T|7‘ = ( Z ’T(e”ﬂ? AR 7€i7n)’T> T’

ieM(m,n)
donde M(m,n) = {i = (i1,...,im) : 1 < ¢ < n,1 <1 < m}. Usando la Observa-
cién y la formula de Harris en el Teorema|l.2.7|no es dificil ver que existen constantes
C; = Ciy(m) > 0, para [ = 1,2, independientes de n, de forma que para todo polinomio
P e P(™C™) y su operador m-linear simétrico asociado P tenemos
|P|, <|P|, < C1|P|, para 1 <7 < o0, (2.22)
CollPllgmeny < IPlpemeny < [Pl eemen) para 1 <p < © (2.23)
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

Serd 1til notar que, como (P(™C"),| - |,) es un espacio L, (U, ) donde p es la medida
de contar y U = A(m,n), gracias a la ecuacion (1.13)) tenemos

[(PC*C®) 1 o) (PCHC™), |- |r)lo = (P(MCT), [ - 1) (2.24)

para todo 0 < 6 < 1 donde % = 1;)0 + %. Necesitaremos esto en la prueba del siguiente
teorema pero también serd necesario a lo largo de la tesis en méas de una oportunidad.

Ahora enunciamos nuestro teorema principal de este capitulo.

Teorema 2.2.5. Sea A} (n) la mds chica de las constantes tales que, para todo polinomio
m-homogéneo en n variables complejas P vale |Ply < A} (n) \|P||p(mgg). Luego,

-

Apg(n) ~ 1 para (A): [f<i<mil L)o[lal A mgr )
m 1

A;”q(n)~n?+afl para (B): [%glgi A _m+1<l7

m m(3+3-2)"3 . [mtl " L1 !

Aply(n) ~n"e para (C)'[W<6/\5<§]0

G<i<Br<i+irp<il

ﬂ+l_1

AZ?q(n)qu_lp para (D) : [%g% A 1_%<%]7

A;’?q(n) «n 4 para (E) : [%<%<1_5]’
1

Agfq(n)“*nq para (F) : [mT_lgl—% A %g%g 1_1]7

Mads ain, la potencia de n en (E) no puede ser mejorada.

La Figura representa las regiones descriptas en el Teorema [2.2.5] Para la regién en
blanco no se sabe el orden correcto de A’ (n) (ver los comentarios luego del Corolario m
debajo). Es destacable que gran parte del trabajo consiste en determinar cudles son las
regiones a considerar.

Notemos ademaés que para m = 2 tenemos la descripcion completa del comportamiento
asintodtico de Af;’q (n). Para ¢ > 2 el resultado puede derivarse como consecuencia de [ET07,
Theorems 1 and 2].

Demostracion. Sea P un polinomio m-homogéneo en n variables complejas y T = P su

forma m-lineal simétrica asociada.

) . 1 1 m+l 1 q: e 2mq
o(A) : Supongamos primero que 5 < 7 < S > Sir = T 1)g—2m entonces
*2.1 6

2m < r < p y por la desigualdad de Hardy-Littlewood del Teorema (i), tenemos
[Plg < [Plpmey < [|1P]pme)-

Ahora supongamos que % < % y % <1—1 Dador:= 4 entonces m < r < min{p,2m};
luego razonando como antes (pero usando la parte (i) del Teorema podemos llegar
facilmente a la misma conclusién.

o(B) : Tomando p < r = ™%, gracias a la desigualdad de Hardy-Littlewood del Teore-

ma (), y las cotas en (2.19) se sigue

m(z=1) _ o

my
[Plg < [Plpmeyy < [Plpenegn = [Plpmegynr e
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2.2. Mas alla de la sumabilidad

1
q
(©)
e (D)
L1 — R
2
1
m
(E)
11 1 1 1
2m m -1 2 p

Figura 2.1: Resumen grafico de las regiones descriptas en el Teorema [2.2.5

Para la optimalidad podemos tomar el polinomio

n
P = Z Zmj+1 " Zmj+m, CON k= [%]7

se puede ver usando multiplicadores de Lagrange y el hecho de que p > m, que

m
P

| Pllpememy = k( ! ) ~n'Tr.

mk
Luego,

1 1 1—m

ni ~ ki = |Ply < AT 0)|Pllpgmey) ~ AZy(n)n' ™

y por lo tanto n%+%_1 < APt
¢(C) : Supongamos que m“ < 1 y . Usando la desigualdad de Bohnenblust-Hille

2m

en el Teorema [2.1.6) - las cotas en y - ) tenemos

1 m+1 1 m+1
P, < nm(rﬁmﬂ « ™5 | Pllpgmy)

+1)

1
«n™a B n Y | Pllpememy = n™
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

1 -1 mdl 1,1 — 2mg 4
Supongamos 5 < ; < 5= < S+ Y= G 1)g—3m - Notemos que max{2m,p} < r.
B16

Por la desigualdad de Hardy-Littlewood del Teorema (7i) y las cotas en (2.19)) tenemos

1_1 1,1 1y 1
[Plg < [Pllpenegy < 0™ )| Plppnggy = n™ 0 07272 [ Plppugy).

Para mostrar que el comportamiento asintético es dptimo, consideramos P un polinomio

. . 1 _1
m-homogéneo unimodular como en ([2.20]). Luego, como 5 <3

m 1_1y,1
s < |Ply < AT (0)[Plpeme < Ay (n)n™2 70"
Por lo tanto,
A Gtim) s o, 5o ImG-+s] A (n)

o(D):SiT = P es la forma m-linear simétrica asociada a P, esta induce un operador
(m — 1)-linear T € L(™~17%; (I71)*), definido por

T(.Clj‘l, e ,:I}m_l)(') = T(:pl, ey Im—1, )

Luego

|T|g = Z 1T (€irs s €i)|?
ieM(m,n)

n
= 2 X

ieEM(m—1,n)l=1
n
<
ieM(m—1,n) I=1
m—1+2+1—q

|T(€iyy--y€i, 1s€r)|?
\

4q g —
T(eil,...,eimfl,el)\p/)P’nPH a

< n sup HT(ml,...,ajm,l)Hg,

[zi]p<1

q_
= n" leTH%(ng),

donde en la primer desigualdad usamos la desigualdad de Hélder en el caso % > 1. Luego
por las desigualdades en (2.22)) y (2.23) tenemos
ﬂ_;,_l_l
IPly <% 57| Py

Para la optimalidad, usamos los polinomios de Bayart. Como 1 < p < 2, tracias a (2.20))
existe un polinomio homogéneo y unimodular P tal que

m 1—1
nr < |P|, < A;’?q(n)”PH'p(g;z) < Apl(n)n” " ».
¢(E) : Observemos que

Apqg(n) = lid - P("E5) — (P(MC"), [ - [q)]-
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2.2. Mas alla de la sumabilidad

Asi, si % = [%, para 0 < 6 < 1, usando el Teorema m de interpolacion multilineal
concluimos que

AR (n) < (Ayl, (n))? (A (n)) .
Como 1 < p < 2, tenemos por la parte (D) que Agfp, (n) ~ nmf%ly ademds, aplicando la
formula integral de Cauchy en la ecuacién (1.12) deducimos que A7, (n) ~ 1. Por lo tanto,
m—1
lid - P("ly) — (P("C"), |- [p)ll «n #",
lid - P("4;) — (P(™C"), |- [o)] « 1
por el Teorema y la ecuacién ([2.24]) se obtiene
m—1
lid : P("ey) — (P("C™),| - o) = Aply(n) < AJ(n) < (A7 (n) (Api(n) =0 «n” o

Para la cota inferior, tomando un polinomio de Steiner P € P("™C") como en el Co-
rolario con sistema parcial de Steiner asociado de cardinal » n™ !y 1 < p < 2, se
sigue que

m=1 3p-3
T < |Ply < A ()| Plpeay) < AT (m)log 7 (n).

Tenemos entonces que para todo € > 0, vale

m—1

na " C <A (n).

o(F) : Sea T = P la forma m-lineal simétrica asociada a Py, dado 1 < i < n,
consideremos T; € L£L(™~1C") definido como

I-’[’Z(x2; ceey :L‘m) = T(ei,:BQ, e ,.Tm).
Luego
PIg~ITIG = >0 [Tl sein)

ieM(m,n)
n

- ) ITl
i=1
n

< Z; HTi”qE(m—lgg) (2.25)
1=

q q
< n”THE(mg;L) ~ nHPHP(mgg)a
donde usamos, en ([2.25), el hecho de que A7~ L(n) ~ 1 para este rango de valores para p
y q. Se sigue entonces que
1
[Plg « na|Plpemem).
k
Para la cota inferior, sea P = Z Zmj+1 - Zmj+m como en la parte (B). Luego, como
j=1

p = m (en la regién (F)), tenemos que HPH'p(mg;rDL) ~ 1y entonces

l m m
0 ~ | Ply « AT (1) [Plpmay) ~ AT, (n). O
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

Para2 < p<m,2<qg< oy (%, %) ¢ (F) podriamos haber usado interpolacién
(en direccién vertical, como hicimos en la prueba de la parte (E) del Teorema [2.2.5)) para
obtener cotas superiores efectivas para A}',. Elegimos no darlas explicitamente ya que estas

estimaciones no son optimas.

2.2.3. Estimaciones asintéticas para B],(n)

Ahora presentaremos el comportamiento asintético correcto para la constante B)",(n)
2.
definida en el Problema Estas estimaciones seran ttiles en la siguiente seccién para
las aplicaciones.

Proposicion 2.2.6. Sea Bffp(n) la mds chica de las constantes para las que todo polinomio
m-homogéneo en n variables complejas P cumple |P|pmeny < B, (n) |Plr. Vale que

" 1 parar < p,
B (n) ~ 11
p m(l ) /
n P parar =p.
Demostracion. Sean n,m € N, 1 < p,r < oy P = Z ez un polinomio m-
aeA(m,n)

homogéneo en n variables. Supongamos primero que r < p’. Luego

<sip (Y )Y P

ZEBZ? acA(m,n) aeA(m,n)
1
<|Ply sup (D, |al)r

ZEB%L ieM(m,n)

n
= |Ply sup (D |=f)

ZGBEITJL k=1

m
P

= ‘P’p’ <P

Por otro lado, si r = p/,

1 1
IPlpeneg) < |Ply < [Plin™ @) = P07,

Para estudiar las cotas inferior tomemos el polinomio P(z) = Zje T(mm) % Notemos

que |P|, ~n* y

| Plpeneny = sup | D]
ZEBZ;,L jej(m,n)
m
——
_m 1 1

> = (= .
> | Z n~»|  tomando z (nl/p""’nl/p>

jeJ (m,n)
-~ nm(l—%).
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Por lo tanto Bf,f‘p(n) > nm(l_%_%). ]

2.3. Algunas consecuencias de los resultados

Ahora presentaremos algunas aplicaciones de los resultados previos a dos problemas que,
a primera vista, parecen estar desconectados de los desarrollos previos. El primer resultado
involucra un problema dentro de la teoria de la interpolacién compleja de espacios de
Banach, el segundo es sobre la desigualdad de von Neumann que pertenece a la teoria de
los operadores acotados en los espacios de Hilbert.

2.3.1. Interpolacion compleja en espacios de polinomios

El siguiente es un problema dentro de la teoria de interpolacién de espacios de poli-
nomios homogéneos en espacios de Banach. Existe una relaciéon extremadamente cercana
entre los productos tensoriales de espacios de Banach y los polinomios homogéneos en esos
espacios que elegimos no desarrollar en esta tesis. El lector interesado puede traducir los
resultados de esta seccidén a resultados andlogos para productos tensoriales de espacios
Banach dotados de la norma inyectiva. Esto ademéds puede encontrarse en [GMMDb].

Dada una pareja compatible de espacios de Banach (X,Y) y 0 < 6§ < 1 podemos
considerar dos nuevos espacios que pueden o no ser isomorfos

[P("X), P("Y)]g y P("[X,Y]e).

Defant y Michels en [DM00] y también Kouba en [Kou91|] probaron resultados notables
en la interpolacién del producto tensorial inyectivo de espacios de Banach (ver también
[DMO03]). Estos resultados son mucho més generales, pero en particular implican que

[P(2€p0)7P(2€P1)]9 = ,P(Q[Epmgpl]@)? (2-26)

para 0 < 0 < 1, 2 < po,p1 < 0. La ecuacién debe ser interpretada como una
igualdad de espacios de Banach, lo que significa que hay un operador lineal acotado e
inversible entre ambos espacios.

Mostraremos que el Teorema implica que un enunciado similar no vale para el
caso m-homogéneo cuando m > 2. De hecho, mostraremos que el siguiente problema tiene
una respuesta negativa.

Problema 2.3.1. Dado m > 2,2 < pg,p1 <0 y0 <0 <1, sexiste alguin isomorfismo de
espacios de Banach entre P("™ [y, pi10) y [P("py), P("lp, )]0 ?

Como ya hemos senalado, para m = 2 la respuesta a la pregunta planteada en el Proble-
ma es afirmativa. Es natural preguntarse si esto es posible para todos todo grado de
homogeneidad m € N sélo por el hecho de entender los espacios de polinomios homogéneos,
pero también es interesante por sus posibles aplicaciones. En general entender los espacios
de interpolacién entre espacios de Banach concretos, sumado al Teorema resulta en
dispositivo sumamente poderoso para atacar varios problemas del andlisis funcional.

Otra variante del Problemg?2.3.1] se expresa en el siguiente enunciado.
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Capitulo 2. Sumabilidad de coeficientes

Problema 2.3.2. Dado m > 2, 2 < pg,p1 < 0 y 0 < 0 < 1, sexiste algun isomorfismo
de espacios de Banach T : P("[lpy, lp,lo) = [P(™lpy), P("™p, )]0, tal que para todo n € N
induzca un isomorfismo lineal Ty, : P("[€y , €5 10) — [P(™Ly,), Pl )] ?

PO’

Claramente una respuesta negativa al Problema[2.3.1] da una respuesta negativa al Pro-
blema ya que el isomorfismo del segundo problema tiene mas requisitos. No daremos
un tratamiento adecuado aqui, pero el lector interesado puede mirar el articulo [BM19]
donde los autores prueban que el Problema [2.3.1]y el Problema son en realidad equi-
valentes. Alli Bayart y Mastylo investigan la interpolacién entre espacios de Banach de una
manera mas general y dan algunas aplicaciones al problema polinomial.

Una respuesta positiva a la pregunta planteada en el Problema [2.3.2| nos daria una
herramienta para conocer los casos faltantes en el Teorema Ademds muchos de los
problemas que atacamos en esta tesis podrian ser resueltos de una forma mds sencilla si
esto fuera cierto.

Observacion 2.3.3. Asumiendo una respuesta positiva al Problema [2.3.1] no es dificil
completar todos los casos faltantes en el Teorema (i.e., para p € [2,m] y q € [2,0]).
En este caso tendriamos,

1 _
AZ?q(n)fvnqlll 1 para (F):[%é%é%/\%éﬁ %+2n’ﬁ4],
A (n) < n™Ete3) g para (G): [% < % < % A g % + g < % < %],

Més atin, la potencia de n en (G) no puede mejorarse.
1
q
U
2
(G)
(F)
1 1 1
m 2 p

Figura 2.2: Resumen gréfico de los casos tratados en la Observacién m

La anterior observacién es una motivaciéon concreta para investigar alrededor del Pro-
blema [2.3.1] No daremos una prueba de la Observacién [2.3.3] ya que sabemos, como mos-
traremos debajo, que la pregunta planteada en este problema tiene una respuesta negativa.
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De todas forma probaremos que las cotas inferiores coinciden con las dichas en la Obser-
vacion Para la regién (G) esta afirmacién se puede probar utilizando polinomios de
Steiner: tomemos un polinomio P como en el Teorema luego

m—1

3 1_
D" ~ | Ply < AT (0)|[Plpngy) < A, (n) log(n)rn™

SE
N
|
—
T
™

) m m(
< Ap.(n)n ,
para cada € > 0. Tenemos entonces
1,1 1y 1
G2 T AT'(n).

Para la regién (F') el mismo argumento usado en el Teorema en la regién (F'), con el
mismo polinomio, sirve.

Corolario 2.3.4. La respuesta a la pregunta planteada en el Problema |2.3.1] es negativa
en general. En particular, para m =3, ¢ >m, (m—1)¢ < p1 <m, mq < py y 0 tal que
1 1

P ;f) + pil < m, no existe un isomorfismo lineal

T P(m[ﬁpo,fpl]e) - [,P(mgpo)ap(mgm)]@’

que induzca isomorfismos lineales Ty, : P("™ Ly, 4y 1o) — [P("€,), P(" L5, )]o-

Demostracion. Notemos que para una familia inducida de isomorfismos tenemos las si-
guientes cotas, | T < |T| y [T, < |T7"| para todo n € N.
Observemos también, en funcién de las regiones del Teorema que (p%’ %) e(A)y

(pi17 %) € (F) con p; > m, luego
lid = P("™ ) = (P("C™), |- )]l = Apg (1) < Crnpo
1
lid: P(" ) = (P("C), [ - )]l = Ap; g(n) < Crnprgn?-

Usando el Teorema [I.4.1] de interpolacién multilineal tenemos

1—

fid : [PC630). P63 )0 = [(PCC™), - 10). (PCC™), |- )]ol € Corg o Coipran ™ -

»P0,q ~ 1,P1,4

3

para todo 0 < 6 < 1.

Asumiendo una respuesta afirmativa a la pregunta planteada en Problema[2.3.1]y usan-
do el Teorema |1.4.1| de interpolacién multilineal se sigue para, % = 1]%09 + pil, 0e(0,1)y
P eP(™C"), que

1-6
[Plg <@ [Plipemen ), pemen 1o

p
1-9
sn 1 |T][Plpene,
y luego
m 1-6
Apl(n) «mn o,
Eligiendo 6 de forma que % =120 1 0 < m tenemos (p,q) € (F), esto contradice la cota

po_ " p1
inferior para la regién (F') en el Teorema . O
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El Corolario niega la existencia de un isomorfismo entre los espacios P (™ [€p,, ¢p, 10)
y [P(™ly), P("™Lp,)]o con alguna condicién sobre py y pi. Esto incluye los valores de py
y p1 que permitirian aplicar al interpolaciéon compleja en la forma necesaria para obte-
ner el resultado enunciado en la Observaciéon m En [BM19, Theorem 3.10] los autores
prueban que para estos valores tampoco existe tal isomorfismo. En particular prueban alli
un teorema para una familia mayor de métodos de interpolacién que, para el método de
interpolacion compleja, puede expresarse del siguiente modo

Teorema 2.3.5. Param =22 y2 < h<m dados1 <p;i <h<pygy0<6<1no existe

isomorfismo de espacios de Banach entre P("™[(y 4y 19) y [P("4y,), P(£y,)]e)-

En [BPRI1S]| los autores dan respuesta a preguntas similares al respecto de la interpo-
lacién compleja entre productos tensoriales de espacios de Banach.

2.3.2. La desigualdad multivariable de von Neumann

Una desigualdad clasica en la teorfa de operadores, debida a von Neumann [vN51],
afirma que si T es una contraccién lineal en un espacio de Hilbert complejo H (i.e., su
norma de operador es menor o igual que uno) entonces

[P(T) 2y < sup{|P(2)] : 2 € C, [2] < 1},

para todo polinomio P en una variable compleja.

Usando la teorfa de dilatacién (ver [SN74]), Ando [And63] exhibié una desigualdad
andloga para polinomios en dos contracciones que conmutan. Sin embargo, Varopoulos
[Var74] demostré que la desigualdad de von Neumann no puede extenderse a tres o mas
contracciones que conmuten.

Es un problema abierto de gran interés en la teoria de operadores (ver por ejemplo
[Ble01, [Pis01]) determinar si existen constantes K (n) que se se ajusten a las desigualdades
de von Neumann. Mds precisamente, no se sabe si existe o no una constante K (n) tal que

IP(T1, .. Tl < K(n) sup{|P(z1, .., z0)] : 1] < 1}, (2.27)

para todo polinomio P en n variables y cada n-tupla (71,...,T),) de contracciones que
conmuten en L(H).

Dixon [Dix76] estudié la desigualdad multivariable de von Neumann restringida a po-
linomio homogéneos y, junto con Mantero [MT79], estudié algunas variaciones de este
problema. Una de ellas es determinar el comportamiento asintético de la mejor constante
posible ¢(n) = ¢ pq(n) de forma que

|[P(T, - Tl ey < ()| Pllpemeny,

para toda n-tupla (T1,...,T,) de operadores que conmutan en un espacio de Hilbert sa-
tisfaciendo
n
ST < 1, (2.28)
i=1
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y todo polinomio m-homogéneo en n variables, P. Algunas cotas inferior fueron probadas

all{ y también fueron dadas cotas superiores para el caso p = ¢q. Usaremos el Teorema [2.2.5]

y el Teoremam para mostrar cotas superiores para ¢(n) para todo 1 < p,q < o0.
Recordemos que dada una forma bilineal a : X7 x X9 — C su norma uniforme es

lal Bicx, x xs) = sup la(z1,z2)|.
(z1,72)eBx, xBx,

Necesiitaremos el siguiente lema de [MT79] que es una consecuencia facil de la desigualdad
de Grothendieck. Lo probaremos por completitud.

Lema 2.3.6. Parai = 1,...,N, j = 1,..., M sean x;,y; vectores en algin espacio de
Hilbert H de modo que Zf\il lilb, <1y Z]]\il ly;lh, <1, y sea (aij)i; € CN*M. Entonces

Zaij<xia Yi)

/[:7j

< Kalla| pigey <enr),

donde K¢g denota a la constante de Grothendieck y a es la forma bilineal en CN x CM
cuyos coeficientes son los a;;’s.

Demostracion.
€T; Yj
i ui)| < |3 oiloilluslnd s 4
1,j & e T

< Kgsup{) | a; ]

illwly;laBiv; : B € Byy,v € By}

i,J
< Kalla| pagey xenr)- [
Proposicion 2.3.7. Sean 11, ...,T, operadores que conmutan en un espacio de Hilbert H

satisfaciendo (2.28) y P € P(™C™). Entonces
|P(T1, - To)l 2y < CAT S () [ Pllpemen),
donde C' > 0 es una constante independiente de n.

Demostracion. Sean a;, i € M(m,n) la sucesién de coeficientes de la forma m-linear simétri-

ca a asociada a P,y x,y vectores de norma menor o igual a uno en . Notemos que también
.. m—1 .

podemos ver a como una forma bilineal en C" x C", entonces, por el lema previo,

> aTiy . T, y)| = > a6, <Tiy - Tip s, TFy)
ieM(m,n) (i,j)eM(m—1,n)x{1,...,n}
< Kclal iy gm-1 s ny

o 1/p’

> a6.Bi

Jj=1

= Kqg sup Z
6634? ieM(m—1,n)

43
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Observemos que Z?Zl a(,j)B; son los coeficientes de una forma (m — 1)-lineal ag que se
obtiene fijando one variable de a en f3, esto es, ag(vi,...,Um—1) = a(B,v1,...,0m—1).
Ademds la norma p’ de coeficientes de ag es menor o igual que la norma p’ de coeficientes
del polinomio asociado Pg. Gracias al Teorema m tenemos | Pglpm-1 ey < e[ Plpmen,
luego tomando supremos sobre x,y € By se sigue

|P(Tv, . To) ey < Ka Sup AP ()| Psllpemen)

eB,
&

< KqeA ()| Pl O

Observacién 2.3.8. Tomando p = ¢ y usando el Teorema recuperamos la desigual-
dad probada en [MT79], esto es, ¢(n) <« n # sip<2yc(n) < n"T sip > 2.

Tenemos también el siguiente corolario.

Corolario 2.3.9. Sean Ti,...,T, operadores que conmutan en un espacio de Hilbert H
: : crl o 1 1 1 1 -1 1
satisfaciendo (2.28). Si [5 < 7 S z(Tm—l) — 5] 0 [17 S I ?], luego

| P(T, ... )l 2oy < DIPlpemeny,
para todo polinomio m-homogéneo P, donde D > 0 es una constante independiente de n.

Otra variante estudiada en [MT79] es determinar la mejor constante posible
d(n) = dpmpgq(n) > 0 tal que

|[P(Ty, - Tl ey < d(n)|Pllpemeny,

para todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P, y toda n-tupla (T1,...,T,)
de operadores que conmutan en un espacio de Hilbert H satisfaciendo

n 1/p
<Z |<T¢:c,y>|p) < @l ly 2 (2.29)
i=1

para todo par de vectores z,y € H. Notemos que (2.29) es equivalente a que
| 23321 TiBil c3e) < 1Bl para todo B € C™.

Lema 2.3.10. Sean Ti,...,T, € L(H) operadores que conmutan satisfaciendo (2.29) y
xz,y € H. Entonces, si Q es el polinomio m-homogéneo en n variables definido por

Qz) = Z (T ... Ty, e, y)ziy - % s

ieM(m,n)
tenemos HQHp(mgzl) < o]y
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Demostracion. Gracias a un simple cdlculo se sigue que

Qlpereny = swp | Y (T T i - 51

ZEB[Z/ ieM(m,n)

= sup Z ﬂl...ﬂmzil...zimx,y>
n

ZEBZZ/ ieEM(m,n)
n m m
< sup Yahi] my )< sup | D AT xlulyly < |zllylx. O
ZEBZHI =1 ZEBZ”, =1
P P
Proposicion 2.3.11. Sean T1,...,T, operadores que conmutan en un espacio de Hilbert

H satisfaciendo (2.29) y P € P(™C™). Entonces
[P(Ty, - To) ey < Ay (n) A o (n) [ Plpimey).-

Demostracion. Sean (aj)iep(m,n) la sucesién de coeficientes de la forma m-linear simétrica
a asociada a P, x,y vectores en la bola de H. Gracias al lema previo y al hecho de que la
norma 7 de los coeficientes de a es menor o igual que la norma r de los coeficientes de su
polinomio asociado P, tenemos

1/r 1/r
> o Toey < | 3 lailf > KB Tz y)l
ieM(m,n) ieM(m,n) ieM(m,n)
< A7 () Plpney AT () a

Observaciéon 2.3.12. Tomando p = ¢ = 7’ y usando el Teorema recuperamos la

1,1
desigualdad probada en [MT79, Proposition 20], esto es, d(n) < nmUGT2) g p<2y

1 1
dn) « nmDG+3) g p = 2. Notemos también que, en la ltima proposicién, tenemos

cotas que no dependen de n para algunas combinaciones de p y ¢, e.g. para (p,q) = (1, 0).
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Capitulo 3

Convergencia Monomial

Un resultado clasico en el analisis de una variable compleja, y posiblemente el més
importante de la teoria, dice que toda funcién holomorfa puede ser representada localmente
como una serie de potencias. Mds precisamente, para una funcién f : U < C — C holomorfa
en un conjunto abierto U del plano complejo y zp € U existen r = r(zp) > 0 y una sucesién
(¢m)m=1 < C de forma que

f(z) = ) em(z = 20)™ + f(20),

m=1

para todo z € B,(zp). Este hecho vale también para funciones holomorfas en conjuntos
abiertos de C" como puede verse en el Teorema [1.3.3

Hay una generalizacion de este hecho a espacios de dimensién infinita. Dado un conjunto
U abierto en un espacio de Banach X y una funcién holomorfa f : U ¢ X — C, para cada
20 € U existen polinomios m-homogéneos P,,, = P, (f,20) € P(™X) tales que

f(z) = 2} Pulz—20) + f(20), (3.1)
m=1
par todo z en un vecindario de z.

Esta es la tinica descripcién que podemos esperar en el sentido de la serie Taylor para
una funcion holomorfa en infinitas variables en general. Sin embargo alguna estructura extra
en el espacio en donde la funcion esta definida podria permitirnos una nueva descripcién.
La estructura de espacio de sucesiones es exactamente lo que necesitamos para definir los
monomios, los cuales nos permitiran otro punto de vista.

3.1. Definiciones y primeros resultados

C N . .
Dado un multi-indice a € N(() ) y un espacio de sucesiones X podemos pensar en el

monomio definido por a como la funcién

()*: X —->C

z— 2%
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Capitulo 3. Convergencia Monomial

Esta funcién es un polinomio m-homogéneo en X pero no todo polinomio m-homogéneo
es un monomio ni una combinacién lineal finita de ellos. Por ejemplo, consideremos el
funcional lineal

el cual claramente no es una combinacién lineal finita de monomios pero, sin embargo, es
un limite de combinaciones lineales finitas de ellos. Es natural preguntarnos si esto es un
hecho general. Ahora daremos un sentido riguroso a esta pregunta y la generalizaremos al
caso de funciones holomorfas.

Sea f una funcién holomorfa en algin dominio de Reinhardt R en un espacio de suce-
siones X. Fijado n € N, la restriccién de f a R, = R n C" (que es también un dominio de
Reinhardt) es holomorfa y, por lo tanto por el Teorematiene una expansion monomial

con coeficientes (a&n)(f))aeNg, ie.,

flz) = > al(f)=",

n
aeNj)

para cada z € R,. Usando que R,, € R,+1 y la unicidad de los coeficientes en la serie de
potencias para finitas variables es facil ver que a&n)( f) = a&”H)( f) para todo o € Nj <
NQH. En otras palabras, tenemos una tnica sucesién (aq(f ))aeN(N), tal que

0

f2) =) aa(f)z" (3.2)

aeN(()N)

para todo n € N y todo z € R,,. Esta serie de potencias es llamada la expansion en serie
monomial o simplemente expansion monomial de f. A veces serd conveniente describir esta
expansion monomial en términos de la escritura alternativa para los monomios {zj : j€ J}
donde J = Upen,J(m). En estos casos notaremos ¢;(f) = aq(f) cuando j = F(«a) (ver

(1.6))-

Problema 3.1.1. Dada un funcion holomorfa f en un dominio de Reinhardt R dentro de
un espacio de sucesiones X, surgen varias preguntas.

(1) ;Es verdad que f(z) = Z ao(f)z% para todo z € R?

aeNéN)

(2) Sino es asi, dada una familia de funciones holomorfas en R, spodemos describir los
conjuntos

zeR: f(z) = Z ao(f)z% para toda f en la familia y ¢

aeN(()N)
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Primero es necesario dar un sentido preciso a la expresién f(z) = Z an(f)z" cuan-
oaeN(()N)
do z no tenga soporte finito. No existe un orden natural en el conjunto NSN) , ademas
quisiéramos que el valor de la suma no dependa de algiin orden artificial. Decimos que
Z aq(f)z% converge a algun elemento si la convergencia es incondicional, o equivalen-
aeNéN)
temente, si la convergencia es absoluta.

Podriamos esperar que, en las configuraciones donde los enfoques dados por la ecua-
cién y la ecuaciéon coexisten, sean equivalentes (al igual que en la version finito
dimensional), pero este no es el caso. Mientras trataba con un problema totalmente dife-
rente, relacionado a la convergencia de series de Dirichlet, Toeplitz encontré un ejemplo de
funcién holomorfa en ¢y y un punto en dicho espacio para el cual la expansién monomial
de esta funcién no converge absolutamente. Esto muestra que hay funciones holomorfas
para las cuales su descripcién monomial es mala (lo contrario, sin embargo, es cierto: cada
funcién que pueda ser descrita por su expansién monomial serd holomorfa).

Dentro de la teoria del andlisis complejo en una variable, la convergencia absoluta de
series de potencias juega un rol importante a la hora de determinar el radio de conver-
gencia, aqui serd crucial también. Ademaés la naturaleza incondicional de la convergencia
implica que ZaeNéN) aq(f)z* € C es convergente si y sélo si converge absolutamente, ya
que estos dos conceptos son equivalentes en C. Con esto en mente la siguiente pregunta
surge naturalmente: dada una familia de funciones holomorfas ;jpara cudles z’s la expan-
sién monomial converge absolutamente para todas las funciones dentro de la familia? De la
ecuacion sabemos que esto sucede para todo z € R,, pero, ;jpodemos describir el con-
junto maximal para que esto suceda? Ryan mostré en [Rya87] que la expansién monomial
para toda funcién holomorfa en ¢; converge en todo z € ¢1. Mas tarde, Lempert en [Lem99]
prob6 que la expansién monomial para toda funcién holomorfa en pBy, (con p > 0) con-
verge en todo z € pBy,. Esto es de algiin modo un caso extremo, donde el enfoque analitico
y el diferencial coinciden. ;Qué sucede en otros espacios o si consideramos familias mas
pequenas de funciones holomorfas? Para lidiar con esta pregunta fue definido en [DMP09]
el conjunto de convergencia monomial para una funcién holomorfa dada. Sea R un dominio
de Reinhardt dentro de algiin espacio de sucesiones X y f una funcién holomorfa en R, el
conjunto de convergencia monomial para f es

monf = {ze cN Z laa ()2 < oo},

aeN[()N)

i.e., aquellos elementos de R para los cuales la serie de potencias de f converge absolu-
tamente. Para una familia de funciones holomorfas en R llamada F(R) su conjunto de
convergencia monomial es

monF(R) := {z eClN: Z laa(f)2*| < o para cada f € f(R)}

aeNéN)
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Hay muchas familias de funciones holomorfas para las cuales es interesante encontrar
su conjunto de convergencia monomial. Dado un espacio de sucesiones X las siguientes
familiar son las méds naturales para estudiar en este sentido:

» P(™X), los polinomios m-homogéneos en X.

» A,(By), el algebra de Banach de todas las funciones holomorfas uniformemente
continuas en la bola unidad de X.

» Hy(Bx), el espacio de Banach dado por las funciones holomorfas en la bola de X
que también son acotadas alli.

» Hy(X), el espacio de Fréchet de la funciones enteras en X que ademds son acotadas
en los conjuntos acotados de X.

Sea f: R € X — C una funcién holomorfa en un dominio de Reinhardt R de un
espacio de sucesiones X . Tiene sentido calcular ZaeN(N) ‘aa( f )za‘ para todo z € CN, ain si
0
f no esté definida fuera de R y z ¢ R. Por otro lado la condicién f(2) = X __ o aa(f)z*
0

tiene significado s6lo para z € R. Luego en general, dada F(R) una familia de funciones
holomorfas, monF(R) no es exactamente el conjunto

{zeR:f(z) = Z aq(f)z* para todo fe]:(R)}.

aeNéN)

De todos modos para muchos espacios de sucesiones naturales y familias de funciones
holomorfas en dominios de Reinhardt en esos espacios estos dos conjuntos coinciden. En
particular esto es cierto para aquellas familias en las que nos enfocamos en esta tesis.

Proposicién 3.1.2. Dados 1 < p,q < o, para X = {, 4 vale que

monF(R) = {z eR: f(z) = Z ao(f)z" para todo f € ]—'(R)},
aeNéN)

con F(R) siendo Hy(X), Hy(Bx) o P(™X) para cualquier m € N.

Damos una prueba de la Proposicién en el Apéndice [A]

Daremos ahora una serie de resultados basicos para los conjuntos de convergencia mo-
nomial. Un hecho simple pero muy 1til es que dada dos familias de funciones holomorfas
F1(R) < F2(R) en cierto dominio de Reinhardt R tenemos

monFa(R) € monFi(R). (3.3)

Para un dominio de Reinhardt acotado R en un espacio de sucesiones X, Hy(R) es la
familia de funciones holomorfas y acotadas en R. Recordemos que Hy(R) es un espacio
de Banach con la norma dada por |f|lg = sup,cr |f(2)| para cada f € Hy(R). Dada
una subfamilia F(R) < Hy(R) decimos que F(R) es cerrado en Hy(R) cuando sea un
subespacio cerrado con esa norma.
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Observacion 3.1.3. Dado un dominio de Reinhardt acotado R, una familia cerrada F(R)
en Hy(R)y a € N(()N), el operador lineal

F(R)—>C (3.4)
f e aq(f), (3.5)
es acotado.
Demostracién. Observemos que para f € Hy(R) y fijado a = (aq,...,p,0,...) € N(ON),
gracias al Teorema tenemos
1 f(£177§n)
s e,
@)™ Jigi=pr Jigal=pn (€1 = 20)F o (€ — 20) !
con p1D x --- x p,ID < R. Se sigue entonces que
1
aaf < n o f Dx---x nﬂgca fR 0
901 < gy e M me-xp < C@I]

Para una familia cerrada F(R) en Hy(R) la siguiente equivalencia es una herramienta
poderosa que traduce el hecho de que un elemento este en el conjunto monF(R) a una
desigualdad sobre toda la familia.

Proposicion 3.1.4. Dado un dominio acotado de Reinhardt R en un espacio de sucesiones
X y F(R) una subfamilia cerrada de Hy(R) las siguiente afirmaciones son equivalentes:

» z€monF(R).

» Eziste una constante C, > 0 tal que

Y laa(H)=" < C:l flw, (3.6)

oaeN(()N)
para todo f € F(R).
Demostracion. Dado z € R cumpliendo (3.6]) claramente se tiene que ZaENém laa(f)z%| < oo
para toda f € F(R). Para la otra implicacién consideremos el operador lineal
@ F(R) — tr (N")
IECRGE
que esta bien definido ya que z € monF(R). Para f, € F(R) tal que f,, > f € F(R) y

P (fn) = b= (ba) v tenemos, para todo a € NBN), que aq(frn) — ba. Por la Observacion
0

se tiene aq(fn) — aa(f), y debido a la unicidad del limite b = ®,(f) el grafico de
®, es cerrado. Como F(R) es una subfamilia cerrada de Hy,(R) y Hyp(R) es un espacio
de Banach, entonces F(R) es también Banach. Usando el teorema del grafico cerrado para
espacios de Banach se sigue que @, esta acotada, que es lo que queriamos. ]
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Dado cualquier m € N el espacio P("™X) es una subfamilia cerrada de Hy(Bx) para
todo espacio de sucesiones X. Este también es el caso para A, (Bx). Por otro lado, aunque
tengamos la inclusién como conjuntos Hy(X) < Hy(Bx), Hp(X) no es un subespacio
cerrado de Hy(By). En el Capitulo |§| necesitaremos y daremos una nueva versién de la
Proposicién para el caso de Hy(X).

Ahora presentaremos un punto de vista que jugarda un rol muy importante en la des-
cripciéon de los conjuntos de convergencia monomial para ciertas familias de funciones holo-
morfas en términos de subfamilias de Hy(By,, ). Sea R un dominio de Reinhardt acotado y
F(R) una subfamilia cerrada de H(R). Dado f € F(R) y w € R definimos f,, € Hy(By,,)

como fy(z) = f(w- 2).

Observacion 3.1.5. Para todo dominio de Reinhardt R y todo w € R se tiene

| fuoll Be,, < [1fl5

Y aa(fuw) = aa(flw?.

Demostracion. Notemos que dado w € Ry z € By, se tiene que w -z € R ya que
|(w- 2)k| = |wk||zk] < |wk| para todo k € N. Luego por definicién se sigue que

| fwlBe, = sup [fu(2)] = sup [f(w-2)] < Su71§|f(U)| = [fl=-

2€Byy, 2€By,

Fijemos n € N, para z € R,, vale que w- z € R,, y luego

fuz) = fw-2) = D aa(f)(w-2)" = > aa(fHwz".

aeNy aeNy
Por la unicidad de la expansiéon monomial en finitas variables complejas tenemos que

aa(fw) = aa(flw?,

para todo o € Njj y todo n € N, luego vale para todo a € N(()N). O

Dado un dominio de Reinhardt R en un espacio de sucesiones X y fijado un elemento
w € R se sigue que

» SiR =Xy fe Hy(X) entonces fy, € Hy({).
» Si R acotado y f € Hy(R) entonces fy, € Hop(By,,).
» SiR=XyPeP(™X) entonces P, € P("ly).

Dada una familia de funciones holomorfas F(R) en un dominio de Reinhardt R defini-
mos

[F(R)]w := {fw: para todo we Ry todo f e F(R)}.

Observemos que valen las inclusiones [Hy(X)]oo © Hp(lo), [Ho(R)]owo © Hoo(Be,) ¥y
[P("X)]w = P(™ler)-
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3.2. Algunas caracterizaciones

Lema 3.1.6. Para todo dominio de Reinhardt R y toda familia de funciones holomorfas
F(R) se tiene
R - mon[F(R)]w € monF(R).

Demostracion. Dado w € Ry f € F(R) vale que f, € [F(R)]w. Entonces, como
ao(fu) = ao(flw®, dado z € mon[F(R)]w se sigue que

Y laa(Nw2)l = Y laa(Huw2% = Y laa(fu)z®] < oo B

aeNéN) aeNgN) aeN((]N)

3.2. Algunas caracterizaciones

La unica familia de funciones holomorfas para la cual el conjunto de convergencia
monomial es conocido para todo espacio de sucesiones es la dada por su espacio dual, como
se presenta en la ecuacién . En general es dificil tener descripciones acabadas de
estos conjuntos en términos de algiin espacio o conjunto conocido. Como destacamos antes,
los esfuerzos de Ryan [Rya87] y Lempert [Lem99] juntos dieron el primer resultado que
caracteriza el conjunto de convergencia monomial de una familia de funciones holomorfas
en un espacio de sucesiones (que no sea la dada por su espacio dual). El siguiente teorema
es un corolario de esas investigaciones.

Teorema 3.2.1. Para todo p > 0 se tiene que monHqy(pBy,) = p- By,. También para casa
m e N se tiene P("{1) = {;.

Para el otro del extremo del rango para espacio de Lorentz de sucesiones en [BDF*17]
los autores prueban los siguientes dos teoremas. El primer resultado describe exactamente
el conjunto de convergencia monomial de los polinomios homogéneos en £;.

Teorema 3.2.2. Dado m € N se tiene

monP (") = € 2m_

mfl’oo'
Mads ain, existe una constante universal C' > 0 de forma que, para todo z € £ 2m  y todo
m—1’

PeP("ly), vale
Y, laa(P)z0] < C™2l,,

aeA(m) m=t

NPlpemey)-

Para el préximo resultado necesitamos considerar el conjunto

1/2
1 n
B:=<{ze€ By, :limsup —— (2})? <1lp¢,
n—w +/log(n) (kz_jl

y su clausura

]
[

N 1/2
z € By, : limsup (z,f)2> <1
1

1
n—w 4/log(n) (k
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Capitulo 3. Convergencia Monomial

En el caso de Hy(By, ) el siguiente teorema es una caracterizacién muy ajustada de su
conjunto de convergencia monomial.

Teorema 3.2.3. B « monHy(By, ) < B.

La tdltima descripcion conocida para estos conjuntos, en términos de espacios clasicos,
es el conjunto de convergencia monomial para la familia de polinomios homogéneos en ¢;. .
En [BDS19] los autores prueban que, para r < 2 < oo, vale

monP (", o) = E(L,l+%)—lyw. (3.7)

Este hecho aparece también mencionado en [DMPQ9] sin una prueba explicita y una de-
mostraciéon més detallada puede encontrarse en la tesis doctoral de Schliiters [Schl5] .

Para Hy (Byg,) con 1 < r < oo las cotas superior e inferior para conjuntos de conver-
gencia monomial tienen entre si una “distancia mayor”. En [DMP09, Example 4.9 (a)] los
autores dan el primer resultado en pos de una caracterizacién del conjunto de convergencia
monomial de estas familias, dado € > 0 prueban que

m Paral<r <2

0y N By, € monHy(By,) € 14 N By,. (3.8)
] Para2<ry$=%+%
Uy " By, € monHy(By,) € lyre N By, . (3.9)

Mis tarde, en [BDS19, Theorem 5.5], aparece el siguiente refinamiento en las cotas inferiores

] Para1<r<2y9>%
1
- | - By, @ monHy(By,). (3.10)
n+ log(n + 2)+
= Para2<r<owyf>0
1
+ 5 | - B, © monHy(By,). (3.11)
n+ log(n + 2)+

En la siguiente secciéon presentamos una descripcién general de una muy importante
propiedad que alguna familias de funciones holomorfas tienen: la propiedad de reordena-
miento. También probamos que las familias de funciones holomorfas més naturales tienen
esta propiedad.
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3.3. Familias de reordenamiento

3.3. Familias de reordenamiento

Una herramienta muy 1til en el estudio de los conjuntos de convergencia monomial
(ver [BDET17]) es el hecho de que, usualmente, una sucesién pertenece al conjunto de
convergencia monomial si y sélo si su reordenamiento decreciente lo cumple (ver también
IDGMPGO08]). Aislamos esta propiedad, y decimos que en este caso F(R) es una familia
de reordenamiento. En [BDET17| se prueba que Ho(Bg,) v P(™cp) son familias de reor-
denamiento. El hecho de que esto vale también para ¢, con 1 < r < o es implicitamente
usado en [BDSTY9).

Nuestro objetivo es encontrar otras familias de reordenamiento (en [Sch15l Chapter 7]
aparece un resultado similar). Con este propdsito introducimos un nuevo concepto. Decimos
que una familia F < H(R) es linealmente balanceada si f o T|R € F para todo f € Fy
todo T': X — X lineal con |T| =1y T(R) c R.

Observacién 3.3.1. Argumentos bastante directos muestran que Hy(X), A, (Bx), Hyx(Bx)
y P(™X) para todo m > 2 son familias linealmente balanceadas.

Teorema 3.3.2. Sea R un dominio de Reinhardt simétrico en un espacio de sucesiones
X y F < H(R) una familia linealmente balanceada tal que monF < ¢y, entonces F es una
familia de reordenamiento.

Ahora daremos una serie de resultados preliminares necesarios para la demostracién
del Teorema Dada una funcién inyectiva ¢ : N — N definimos dos aplicaciones de la
siguiente manera. Primero

T, :CcN >N
(3.12)
T (T (k) ) keN -

Segundo, S, : CN — CN se define para z € CN como
0 ik N
(Sox)) = ” # o) (3.13)
To-1p) sikea(N).
Ambas son claramente lineales y T, (S,2) = = para todo x.

Observacién 3.3.3. Veamos cémo estos dos operadores se comportan con el reordena-
miento decreaciente de una sucesion acotada z. Fijado n € Ny J < N de forma que
card(J) < n tenemos que

sup  |Te| = sup  |zj| < sup |zj].
o(j)eN\T je(N\J)na(N) jeN\J

Por lo tanto,
(Tg(w))z = inf{ sup [|v,(;)|:J =N, card(J) < n}

o(j)EN\J

*

< inf{sup |z;|: J < N,card(J) < n} = ;.

JeEN\J

Esto es, T,(z)* < z*. Un argumento similar muestra que (S,z)* = x*.
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Capitulo 3. Convergencia Monomial

El proximo lema muestra que la restriccién de S, y T, a espacios de sucesiones simétri-
cos son endomorfismos de norma 1.

Lema 3.3.4. Sea X un espacio de sucesiones simétrico y o : N — N una funcion inyectiva.
Entonces Ty, Sy : X — X dadas por (3.12) y (3.13) respectivamente estdn bien definidas,
IT,|| =1y S, es una isometria.

Demostracion. La Observacion junto con la simetria del espacio implican que ambos
operadores estdn bien definidos, que S, es una isometria y |T,| < 1. El hecho de que
|T5| = 1 se sigue de la ecuacién T, (S,z0) = zo. O

Ya podemos dar una demostracién del Teorema (3.3.2

Demostracion del Teoremal3.3.3. Para empezar tomemos z € monF y veamos que z* €
monF. Como monF c ¢y existe una funcién inyectiva o : N — N tal que 2} = |z,(1)| para
todo k € N. Observemos que |T,(z)| = z*. Tomemos f € F, luego f oT, también pertenece
a F. Queremos ver que, si a(o) € N(()N) denota al multi-indice que cumple T, (2)® = z*),
entonces

COé(f) = Ca(o) (f o TO‘) (314)

para todo . Tomemos « € NE)N) y sea N = max{k: a; # 0}. Por un lado tenemos

(foTo)(w)= D es(foTy)uw’,
BeNYY

para todo w € CVnR. Sea M = max{o(k): k= 1,..., N} y notemos que T, (w) e CM ~R.
Por lo tanto
(foTy)(w) = f(To(w)) = Y e (NTo(w) = Y e (fHu.
'yENéV 'yeNéV
La unicidad de los coeficientes de Taylor da (3.14)). Una vez que tenemos esto (recordemos
que foT, e Fy zemonF) se sigue que

D leaNED = Y lealHIT0(2))]

aeNéN) aeNéN)
= D) lea)(Fo T2l < D) Jealf 0 Tp)2%] < o0,
aENéN) aENém

lo que termina de probar lo que queremos.

Para la otra implicacién, supongamos que z* € monF. Nuevamente, como monF C ¢y,
existe una funcién inyectiva o : N — N tal que 2} = |2,(1)| para todo k € N. Serd ttil notar
que |z| = S,(z*). Dada f € F tenemos

D a2 =3} lealNII(So(z*)7: (3.15)

aeNéN) cueN((]N>

56



3.4. El conjunto de convergencia monomial de P(™¢,.)

Ademas,

D calfoSow® = f(So(w) = D calf)So(w)* = D calf)Sa(w).

N N N
aeNg aeNy aeNy

Obbservemos que para o € NV si existe k € N\o(N) tal que ay, # 0 entonces Sy (w)® = 0,
de otro modo definimos a(o~") € N siendo el tinico multi-indice que cumple S, (w)® =
w*@ ). Por la unicidad de los coeficientes de la expansién de Taylor de fo Sy : CN — C
se sigue que

0 si existe k ¢ o(N) tal que o, # 0

» Sg' k\Q — _
‘ (f) (Z ) {Ca(ol)(foso)(Z*)a(o R de otro mOdO’

entonces
DllealH)2 = D lealHII(Sa(2*)]
aEN(()N) aEN(()N)
= D e (fo Sz
ag(o(N)u{0})™
< DL lealf 0 S)I(2%)%] < oo,
aeNéN)
como queriamos. I

Observacién 3.3.5. Sea R un dominio de Reinhardt simétrico en un espacio de sucesiones
X y consideremos una familia de funciones holomorfas F < H(R) de forma que para algin
m = 2 el espacio P(™X) se encuentre dentro de F. Entonces, como X c /4 continuamente,
tenemos P(™ly) < P(™X) c F. Con esto, el Teorema implica

monF < monP("ly) = £ 2m_

m—1"

» € Co-

Corolario 3.3.6. Para todo espacio de sucesiones simétrico X las familias de funciones
holomorfas Hy(X), Au(Bx), Ho(Bx) y P("X) conm = 2 son familias de reordenamiento.

Demostracion. Cada una de estas familias satisface la condicién de la Observacién B.3.5
Luego la Observacién y el Teorema [3.3.2] dan la conclusién. O

3.4. El conjunto de convergencia monomial de P(™/(,)

Ahora dirigimos nuestra atencién al conjunto de convergencia monomial de los polino-
mios homogéneos. Como ya mencionamos para 2 < r < 00 y m > 2 tenemos

monP (") = g o0,
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Capitulo 3. Convergencia Monomial

con q = q(r) = (’g—:ﬂl + %)71. Como la inclusién natural £, < ¢, o, es continua se sigue que
P("h ) © P(7L,) ¥ Tuego

monP("4,.) < monP ("l ) = Lg.00-

Ademés usando el Teorema [3.2.2)y el Lema[3.1.6/con R = ¢, y F(R) = P("4,) concluimos
que
bl om = Lp-monP("™ly) < by [P(")]o € monP(™L,). (3.16)

1%

Para 1l < r < 2 and m > 2, definimos ¢ = (mr’) = ﬁ En [DMP09, Example 4.6]
los autores prueban que
ly—e < monP("l;) C Ly o, (3.17)

para todo € > 0. Nuestro objetivo es ajustar esta cota inferior. En [DMPQ9] los autores
conjeturan que

ly < monP (ML), (3.18)

donde ¢ = (mr’)’ como antes. En el siguiente teorema presentamos el primer resultado
mejorando la cota inferior en que ademads prueba la conjetura. Luego en el Capitulo
damos un resultado atin mejor para las cotas inferior con espacio que se acercan a {4
cuando el grado de homogeneidad tiende a infinito.

Teorema 3.4.1. Para cada 1 < r < 2, existe d, > 1 tal que para todo m y n, todo
PeP(MC") y todo z € C"

> 1Pzl < m® | Plpme 215 | (3.19)
jeJ(mmn)

donde q := (mr")".

Primero usaremos el Teorema para probar que la conjetura previamente mencio-
nada es verdad. Luego usando un lema técnico seremos capaces de probar el teorema.

Corolario 3.4.2. Dados 1 <r <2, m=>2yq= (mr') vale que
ly < monP(™L,).

Demostracion. Fijemos z € ¢, y tomemos P € P(™{,). Dado n € N consideremos
P, = Pou, € P("MC") y my(z) € C" donde m, y ¢, son la proyeccién e inclusién na-
turales definidas en y (L.4) respectivamente. Notemos que || Py [pmeny < [|P[peme,) y
1m0 (2)len < ||2[l¢,- Ademds, por la construccién que hicimos de la expansién monomial de
una funcién holomorfa, tenemos para todo j € J(m,n) que cj(P,) = ¢;(P).

Gracias al Teorema [3.4.7] tenemos

dy dy
Y, lg(P)(maz)il < m | Pallpime Imazlds < m® | Plpme,ylzl7 < o,
jeJ(mn)
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3.4. El conjunto de convergencia monomial de P(™¢,.)

tomando limite cuando n — o0 se sigue

Y, (P)zgl < m® | Plpme,|2l7 < .
jeJ(m)

Como esto vale para todo P € P("¢,) entonces z € monP ("¢, ). O
Para probar el Teorema [3.4.1] necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 3.4.3. Sea r > 1. Existe C, > 0 tal que, para todo m,

m

miropn,l ny!

:keN,nl,...,nkeN\{O},nl+-'~—|—nk=m}<Crm 2

Demostracion. Procedemos por induccion en m. El enunciado se satisface trivialmente para
m = 2 y asumimos que vale para m — 1. Fijemos k y elijamos ni,...,n; € N, todos no
nulos, tales que ny + - - - + ny = m. Podemos asumir que nq = --- = n = 1. Consideramos
dos casos posibles. Primero, si k < efll la desigualdad de Stirling en y el hecho de
que n; < m para todo j implican que

k ni/r' 1/(12n,
mm/r ny! n! _ 1 e H /2ﬂ-njnjﬂ 6/( n;)
< _
m)! n?l/r nZk/r \/27rmmm/r/ =1 eni

1 1
k—1 k 1 nnl e nnk 7 ny---n 2 k—1 k 1 k—1
< (27_‘_)72 e j=1 12n]- 1 k 1 k < (27T) P) e j=1 12jm72
mm m

1 1
er—1 1 r—1 _1

< (271-) 2 612(:71) m%

1
Por otro lado, si k > e™1 tenemos

m™ ! ! m N\ L (m =)D ) ng—1! ng!
m' nl/r e nk/’l” = (m _ 1) ml/r/ (m — 1)' ’nl/r o e nkil/r nk/r . (320)
Ty n ! n} nt

Sing =1 entonces ny + -+ + np_1 = m — 1 y podemos usar la hipotesis inductiva y el
hecho de que k£ < m para concluir

_ 1
m™T py ny! m =1 P
oo < /Cr(m 1) 2
m! ny/r ng/r m —1 kl/r
L Ty,
1 . s
er—1 -1 er—1—1
<Cre/"——(m—-1)"=2  <Cm 2
e =177
Finalmente, si n; > 1 entonces
nE—1 —1
(nk — 1) o ng ng—1 n,;/ L &
= ng <ng .
nZk/T Nk
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Capitulo 3. Convergencia Monomial

Nuevamente usando la hip6tesis inductiva y el hecho de que ny < m/k obtenemos de ((3.20))
que

1
m™T ! ng! m N\ =t g\ U er—1_1
Y nk/rg( ) (l) Crlm—=1) 7
m! ™ n m—1 m
m—1 _1

m r ]. er—1 1
< [ — R _

X (m—l) kl/T,CT(m 1) 2 .

De aqui concluimos como en el caso anterior. O

Prueba del Teorema[3.4.1l Claramente es suficiente mostrar (3.19) y, por el Corolario[3.3.6]
podemos asumir sin perder generalidad que z = z*. Primero que todo, por la desigualdad
de Holder tenemos

n

> 165(P)21 -+ 21 | = > 25 2Zial Y l6i(P)zj

1<j1<<m<n 1<i1<<fm—1<n Jm=Jm—1
: VAN
< Y ksl X o) (N )"
1<]1<<]m71<n jm:jmfl jm=jm71

Usando la desigualdad BDS en el Teorema [2.1.7] junto con el hecho de que para todo
m—1 m—2
(i,k) € J(m — 1,n) tenemos ((m_1 ) <e(m-— 1)(%) obtenemos que

a(hk)zl(i,k) (l)a(l)
D1 lei(P)z]
jeJ(m,n)

1
1 1 = m —2) T - ,
<Dl Ploegy 3 el D lal( P B (N )
Jm—1=1 ieJ (m—2,jm—1) Jm=Jm—1

Para cada 1 < k < n fijo, usando que |[[j]| = %,' si j = F(a), el Lema m (escribimos

1

er—1 —
ay = 7) y que ¢ < 7, tenemos
(m —2)m—2 i v
|2k Z |2 (al) (Z |Zj|r>
i€ (m—2,k) a(i)* =
m—2)/r
<lal Y] \mm(<>fﬂ|(quZVA)
ieJ (m—2,k)

k

n 1
= Colm =24 N Jza ezl () 1517)
j=k

i17---7im—2:1

k
4 _4q
= Crlm = 221 24277 (D 124
=1

q _ —2
< Crm—2)" |25 " a2k
q

m—2
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3.4. El conjunto de convergencia monomial de P(™¢,.)

Por otro lado, como 2 — % > ¢ para m = 2, se sigue que
L m—2 94 94
Dlal T E T =z <2l
1 q,2—q/r q

Todo esto junto da

1
T

2 cj(P)z| < Kym(m —1)
jeJ (m,n)

(m = 2)° [ Pllpgmepy |21
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Capitulo 4

Incondicionalidad en espacios de
polinomios

En este capitulo presentamos la incondicionalidad en el contexto de espacios de polino-
mios. La constante de incondicionalidad para espacios de polinomios y su dependencia en
el nimero de variables y el grado de homogeneidad sera crucial para estudiar el radio de
Bohr y los conjuntos de convergencia monomial en los siguientes capitulos.

Recordemos que una base de Schauder (z,)nen de un espacio de Banach X es incondi-
cional si dada una sucesion (an)pen € Cy =3 - anzy € X vale que 3, - Qo) Tn € X
para todo o € Sy. Esta es una descripcion cualitativa de la nocién de incondicionalidad
para una base, pero sélo tiene sentido estudiarla en espacios de dimensién infinita, ya que
se satisface trivialmente para toda base en el contexto de dimension finita. Por otro lado
esta nocion es equivalente a la existencia de cierta constante K > 0 tal que, para todo par
de sucesiones (an)nen © C y (6)neny < TV, tal que

> Entntn > any

n=1 n=1

<K
X

(4.1)

X

Esta tultima manera de describir la incondicionalidad de una base da un enfoque més
cuantitativo. Este abordaje tiene sentido en el caso de espacios de Banach de dimensién
finita, y serd muy fructifero para P("C").

4.1. Incondicionalidad mixta y la base monomial

Ahora definiremos un concepto ligeramente mas general para espacios de polinomios
m-homogéneos en n variables complejas. En el espacio vectorial P("™C"™) hay muchas po-
sibles normas naturales. En particular las normas uniformes para ¢; y ¢y son diferentes
cuando p # q. Definiremos el concepto de incondicionalidad mixta inspirado en , pero
permitiendo que las normas tomadas en el lado derecho e izquierdo de la desigualdad sean
diferentes. Mds precisamente lo definimos del siguiente modo.
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Capitulo 4. Incondicionalidad en espacios de polinomios

Definicién 4.1.1. Sea (P;)iep una base de Schauder de P(™C"™). Para 1 < p,q < w0 y
n,m € N definimos Xp q((F;)ier) = Xp,g((Pi)iea; P(MC™)) como la mejor constante C > 0

tal que
Y biciP; Yleb
€A S

<C
P(men)

, (4.2)
P(mey)

para todo P = ZciPi e P("C") y toda eleccion de nimeros complejos (0;)iep de
IS\
maodulo uno.
La constante de incondicionalidad (p, ¢)-mixta de P("™C"™) se define como

Xp,g(P(MC™)) := nf{xpq((Pi)ier) : (P;)ica base de P(™C™)}.

Esta idea fue introducida por Defant, Maestre y Prengel en [DMP09, Section 5]. No-
temos que para p = ¢ el concepto de incondicionalidad mixta coincide con la nocién de
incondicionalidad clésica sobre P(™{}). Serd interesante y natural estudiar la constante de
incondicionalidad mixta de los espacios P(™C") al igual que la particular constante para
la base monomial (zj)je7(mn) (que también puede escribirse como (2%)aep(m,n))- En los
siguientes capitulos quedara clara la profunda conexién entre xp 4((2j)je 7 (m,n); P("C")), el
radio de Bohr mixto y ciertos conjuntos de convergencia monomial.

El siguiente resultado muestra que, para estudiar el comportamiento asintético de las
constante de incondicionalidad mixta de P("™C"), es suficiente entender lo que sucede con la
base monomial (zj)je 7 (m,n)- Esto puede verse como una suerte de extensién de un resultado
de Pisier y Schitt [Pis78| [Sch78] (véase también [DDGMOI, [DFT11] [CG1I]).

Teorema 4.1.2. Dados m,ne N y 1 < p,q < o0 vale la siguiente relacion

Xp.q(P("C")) < an((zj)jej(m,n)) < 2" xpq(P(MC)).

Nuestra prueba se basa en el enfoque de Szarek [Sza81] combinado con la siguiente
desigualdad debida a Bayart [Bay02] (ver también [Wei0, DM15]).

Lema 4.1.3 (Desigualdad de Bayart). Sea P(z) = > ic () €j%j un polinomio m-homogéneo
en n-variables. Entonces vale

1/2
(3 af) <[ @l (43)
jed (m.n) ™
donde T™ denota el toro n-dimensional y dw es la medida de Lebesgue normalizada en T™.

Antes de dar la demostracién introducimos un operador. Para todo w = (wy ..., wy) €
T™ y cualquier 1 < p < oo definimos

5 P(M,) — P(ME)

YoowE — ), aEwy,

jeJ (mn) jeJ(mn)
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4.1. Incondicionalidad mixta y la base monomial

el cual es claro que tiene norma uno.

También necesitaremos la siguiente caracterizacién alternativa de la constante de in-
condicionalidad mixta para una base dada.

Lema 4.1.4. Sea (P;)iep una base de P("C"™) y (P)iea su base dual (i.e., (P!, Py) = ;).
Para 1 < q,p< o yn,meN, xpq((F)ier) es exactamente la mejor constante C' > 0 que
cumple

2 KPLQXQ Pl < ClQlpeme 1Q lpmeny (4.4)

e

para todo @ € P("MC™) y Q' e P(™C™)".

Antes de probar el Lema notemos que, dados @ = P("™C") y (P;)iea una base de
P(™C™) con base dual (P/);ea, se tiene

Q=Y PP

LTSN

Demostracion. Llamemos Cy a la mejor constante que cumple la ecuacién (4.4). Queremos
probar que C1 = Xp4((P;)ica). Comenzaremos probando que C1 < xp.q((F)ien)-

Fijemos @ € P(™C"™), Q' € P(™C")" y, para i € A, sea 0; el signo de (Q’, P,)}{P/,Q),
entonces tenemos

2 [KPLQXQ! Pyl = Y 6i(PL.QXQ', P
PISIN 1eA

iEA

< Q' lp(mepy

P(men)

D (PLQP;

FISN

< Xpa((Pi)ien) HQ/HP(’”Q})'

PCney)

= Xp,q((Pi)ieA)HQHP(ng)HQ/HP(W{;)/-

Luego Xpq((P;)iea) cumple la desigualdad en (4.4) para todo par @ € P("C") y Q' €
P(™C")’. Por la minimalidad de C; vale que C1 < xp.q((P)ien)-

Por otro lado, sean (0;)ien < T y (¢;)ien © C. Tomemos Q = >, ¢;P; € P("C") y
Q" e P(MC") tale que | Xcp Oici Bl pimeny = Q' (Xien bicils) ¥ Q| p(meny = 1, luego se
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sigue que

Z 0;c;

FISIN

P, = Q' (2 eicﬂ)
= Z 0;ci{Q’, Pi)

iEA
< ) 10:c(Q' Py
€A
< D IKPLQXQ, P
iEA
< G| Qlp(mem) Q' | pmeny

Z ci P

FISN

-

P(meg)

Por lo tanto C satisface la desigualdad en (4.2) y por la minimaliad de xp q((F;)ien)
tenemos que

Xp.q((Pi)ien) < Ch. -

Ya podemos probar el Teorema |4.1.2

Demostracion del Teorema[f.1.9 Sea (P;);ep una base de P("™C") y (P!)iea su base dual.
Consideremos @ € P(™C") y @ € P(™C"). Usando que vale la igualdad

1= €25, 23) = | Ziealzj, Pi)XFy, 23)|, tenemos

DK@ X @l = Y K@ )], @l Y (E PX P, z)

JeT (mn) jeJ(mmn) €A
<D D, KLz Q)X PPl )l
i€l jeJ (m,n)
1 1
<0 D KQL PO )L K5, Q1P )
ieA  jeT (m,n) jeJ(mn)
<o f DY <@',zj><z3,a>wj|dw-2m/2f 2, <& QXFl zpildi
SN L jeJg(m,n) " jed(mn)
_szf (T9)*(@Q), Pldw J (PLT(Q)ldid
TN ™
—2n [ S (@) PXPL T Q) dwdd
nX'I[‘n

1eA
n T

< 20 (Pien) [Q pmapy |Qlp (e,
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4.2. Conexién con convergencia monomial

donde aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para la segunda desigualdad, la de-
sigualdad de Bayart en para la tercera y el Lema para la base (F;) para la
pentltima. Usando el Lema nuevamente pero para la base monomial (z;);e T(m,n) S€
sigue que

Xp.a ((Z)jegmm)) < 2™ Xp.a((Pi)icA)-

Gracias a que (P;);cn es una base arbitraria de P("™C") vale que

Xp,g(P("C")) < Xp,q((zj)jej(m,n)) < 2™xp(P("CM)),

lo que concluye la prueba. ]

4.2. Conexion con convergencia monomial

Existe un vinculo muy profundo entre las nociones de incondicionalidad mixta en espa-
cios de polinomios y convergencia monomial. Esta conexién se encuentra desarrollada en
IDMP09|. Para tener una versién completa (necesaria més adelante) necesitamos generali-
zar el concepto de incondicionalidad mixta para la base monomial.

Definicién 4.2.1. Fijemos n,m € N y sean X,, = (C",| - ||x,,) e Yo = (C",| - |y,) dos
espacios de Banach de dimension n sobre C. Definimos xn(P(™Xy), P(™Yy)) como la
mejor constante C > 0 tal que

Z Opaaz™ <C Z aa2™ , (4.5)

aeA(m,n) P(mYn) aeA(m,n) P X,)

para todo (aa)aer(mn)  C yy toda eleccion de nimeros complejos (0a)aen(m,n) de modulo
uno.

Observemos que para 1 < p,q < o, si X, = £y e Y, = £}/, se sigue que

xm(P(MXn), P(MYy)) = Xp,q((za)aeA(m,n))-

Presentaremos a continuacién dos herramientas muy importantes que muestran la rela-
cién intima entre el conjunto de convergencia monomial y la incondicionalidad mixta para
la base monomial. Ambos resultados aparecen en [DMP09| y tienen mds equivalencias en
sus enunciados.

Teorema 4.2.2 (Teorema 5.1 de [DMP09]). Sean X e Y espacios de sucesiones, R < X
un conjunto de Reinhardt acotado y F(R) una subfamilia cerrada de Hy(R) que contiene
a todos los polinomios. Los siguientes son equivalentes:

(1) rBy < monF(R) para algin r > 0.
(2) Existe una constante C > 0 que depende sdlo de X,Y tal que para todo m € N vale

sup XM(P(an)v P(mYn)) < cr.

neN
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Recordemos que dado un espacios de sucesiones X denotamos por X, = m,(X) < C”
a su proyeccién n-dimensional dotada de la norma inducida.

Teorema 4.2.3. Sean X e Y espacios de sucesiones y m = 2. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) Y < monP(™X).
(2) suppen XM (P(™Xn), P(MY,)) < 0.

Dados X e Y espacios de sucesiones decimos que el comportamiento asintético de la
constante de incondicionalidad mixta x a (P(™X5), P(™Yr)) es hipercontractiva en el grado
de homogeneidad m siempre que exista una constante C(X,Y,n) > 0 independiente de m
tal que

xvu(P(MX,),P("Yy,)) < C(X,Y,n)™, (4.6)

para todo m,n € N.

Notemos que una de las equivalencias en el Teorema [4.2.2| es que el comportamiento
asintético de la constante xp(P(™X,,), P(™Y,)) es trivial en n e hipercontractivo en m.
Por otro lado, el Teorema da el comportamiento asintético trivial de la constante en
el nimero de variables pero no hipercontractividad en el grado de homogeneidad como una
de las equivalencias.

Observacion 4.2.4. Dado 1 < p < 2 gracias al Corolario y el Teorema |4.2.3| existe
una constante C'(p, m) > 0 tal que para todo par n,m € N se tiene

Xp)‘]((za)OéEA(m,n)) < C(p7 m) < 0,

donde ¢ = q(p) = (mp')".

Tenemos entonces que, fijado m, el comportamiento asintético de x (P (™€), P("4;))
cuando el nimero de variables tiende a infinito es trivial. Sin embargo, usando el Teore-
ma, podemos decir maés.

Lema 4.2.5. Dadosn,m e N y 1 < p < 2 existe una constante C, > 0 tal que
Xp,q((zOl)aeA(m,n)) < C;?)nv

donde q = q(p) = (mp')".

Demostracion. Tomemos P € P("C") y (6j)jes(mn)- Filemos z € Byn, gracias al Teore-
ma |3.4.1| vale que

oGPl < D lg(P)zl < m® Pl
jeJ (m,n) jeJ (m,n)
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4.3. La constante de incondicionalidad (p, ¢)-mixta

Tomando supremo sobre z € ng se sigue que

Z 05c;(P)z; <m® | P pmen),

debido a su minimalidad xp,q((2%)aeA(m,n)) < m% . Observemos que (mdp)l/ "™ - 0 cuando
m — 0, luego existe una constante C), > 0 tal que mdr < Cy', y esto prueba el lema. [

Notemos que el Lema da hipercontractividad en el grado de homogeneidad pa-
ra X (mp) p((2%)aeA(m,n))- Ademds observemos que el espacio K?mp,), depende de m, luego
no es posible aplicar el Teorema para concluir, por ejemplo, algo al respecto de
monHy(By,). En el Capitulo |§| concentraremos nuestros esfuerzos en encontrar el mayor
espacio de sucesiones, independiente de m, para el cual valgan desigualdades hipercontra-
tivas como en el Teorema para todo m € N. Esto nos dard el Teorema la clave
para conseguir una mejor descripcién de monHq(By,) vy ademds una caracterizacion de
monHy(¢,) para 1 <r < 2.

4.3. La constante de incondicionalidad (p, ¢)-mixta

Ahora presentaremos una caracterizacion del comportamiento asintético de la constante

de incondicionalidad (p, ¢)-mixta para P("C"™). En el caso en que ¢ = p se recuperan los
resultados de [DDGMO1].

Teorema 4.3.1. Para cada m € N tenemos que

Xp.g(P("C")) ~ 1 para (1) % + ol % A 119 <1lo
[+ < r s <al:
11,1y 1 i
Xa(PPC) ~ "G (1) s s f <,
Xp.q(P(C™)) ~ pm=D0=g)+5— para (I11) : [1— % + mip > % A % < % <1].

Para probar el teorema necesitamos un lema que relaciona la constante de incondicio-
nalidad (p, ¢)-mixta con las constantes A7,.(n) y By} (n) del Capitulo .

Lema 4.3.2. Dadas 1 < q,p < 0, vale que
X0 (2 aentman) < BIy(m) AT (n) para todo 1< 7 < . (4.7)

Demostracion. Fijados un polinomio m-homogéneo en n variables P(z) = Z cjz vy

una sucesiéon de nimeros complejos de médulo uno (6j)je.7(m,n), tenemos

|5 sl < 3 ) <o) 3 o

meTL )
jed (mn) jed (mn) edmmy )

para cada 1 < 7 < 0. Por la minimalidad de xp,q((2%)aeA(m,n)) s sigue lo que buscdbamos
probar. O
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1
q
2m—1 /
2m
(1)
m—1
2m
(II) (I11)
1 1
2 P

Figura 4.1: Resumen grafico de la constante incondicional mixta descrita en el Teore-

ma I3

Antes de finalmente probar el Teorema serd util tener en cuenta que para 2 < p <
oo vale

E(m_1+1)71 < monP("™Ly). (4.8)

2m P

Esto es sigue usando (3.16) y que €<m71+1>71 c ¥, -E(L,l)ﬂ "

2m P 2m

También necesitaremos el siguiente resultado de monotonia para la constante incondi-
cional mixta.

Observacion 4.3.3. Dados 1 <r<¢g<o0yl<p<s<®

XSJ“((Za)aeA(m,n)) < Xp#]((za)aeA(m,n))' (49)

Esto es verdad ya que, para P € P("C") y todo (0a)aen(m,n), usando (2.19)) tenemos
que

|2 baaaP)peney < D Baa(P)z"lp(mey)

aeA(m,n) aeA(m,n)

< Xpyg ((za)aeA(m,n)) HPH'P(mZ;}) < Xpyg ((za)aeA(m,n)) HPHP(’"KQ)

Por la minimalidad de la constante de incondicionalidad mixta vale el resultado.
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4.3. La constante de incondicionalidad (p, ¢)-mixta

Demostracion del Teorema[f.3.1 Probaremos el resultado para xp.q ((za)aeA(m,n))7 luego
por el Teorema se tiene el mismo comoportamiento para x,,(P("™C")). La prueba
esta dividida en casos.
o(I) : Sea p > 2. Por la desigualdad en (4.8) sabemos que ¢,,, < mon(P("¢,)) donde
1 m—1 1

= —+ -,
qm 2m b

gracias al Teorema tenemos que

Xpy‘]m ((za)aeA(m,n)) ~ 1.

Por otro lado, si p < 2, por el Lema se sigue que

Xp,gm ((Za)aeA(m,n)) ~ 1)

qm m mp

Por lo tanto, usando la monotonia dada por la Observacién vale xp.q ((za) e A(m,n)) ~

1 en la regién

>
\

1 m—-1 _1 1 1 m—1 1 1 1 1
H: |- +—<-Ar-<-|or | —+— < - < .
P 2m q p 2 m mp q 2 p

o(II) : Sabemos por (I) que Xxpgq,.(P("C")) ~ 1, para q% = % + 2= Ahora esti-

maremos Xp.o(P("C")) para 0 < & < % Tomemos r = 1. Por la Proposicién y el

1
Teorema [2.2.5] (C) tenemos g
By (n) ~ 1, A7 (n) ~ n™G2)72,

Usando el Lema [4.3.2| se sigue que
Xpo (P("CM)) « n™5T2)73,
Tomemos un polinomio P = Z aqz® con [ P|pmem) =1y una sucesién de signos

aeA(m,n)
(€a)aeA(m,n)- Luego, gracias a las acotaciones

H Z 5aaazaHP( < Xpam (P(MC")) ~ 1,

aeA(m,n) )
| 3 ceme,,, < rnPOE) i
aeA(m,n) =)

y usando (2.23]) y el Teorema de interpolacion multilineal para la forma multilineal

asociada a 3 ,,e p (m.n) Ealaz”, se sigue para todo 6 € (0,1) y % = % + 1%.09 que
_ 1,1y 1 11,1y 1
” 2 5()4@042(1”7’(77143) < n(l Olm(z+32)=3] = nm(p g t2) 2,

aeA(m,n)

71



Capitulo 4. Incondicionalidad en espacios de polinomios

Para las cotas inferiores, sea P(z) = Z £42% un polinomio unimodular como en
aeA(m,n)

(2.20) con p = 2, luego si w = (#, R ﬁ) € Sy,, tenemos que

|20 ey 1 2wt

Xpa(P(MC) > 2 N NN I T
Pa H Z €azaH’P(mgn) nm(%_%)'i_% nm(%_%)+%
aeA(m,n) !
o(III) : Para | ] tomemos 2 = 1 — 1. Notemos que 1 > 1 — %. Luego,
por la Proposicién [2.2.6} ﬁy el Teorema - (D), vale

Bl (n) ~1, A7 (n) ~ pm=D=0)+3
y por lo tanto
Xpa(P("C)) « n™ D=5,

Como en (IT) usaremos el Teorema de interpolacion multilineal: tomemos un polinomio
P = Z aqz% con ||PHp(mgg) =1y la sucesién de signos (€a)aen(m,n)- Gracias a que
aeA(m,n)

H 2 aaaazo‘HP(megm) < Xpgm (P(MC™)) ~ 1

aeA(m,n)

H 2, EaaO‘ZQHP(wn) < xpp(P("C") ~ "),
"

aeA(m,n)

tenemos, por (2.23) y el Teorema que, para todo 0 € (0,1) y é =0 4 1779, se sigue

qm
Z €ataz™

aeA(m,n)

p(-0ln=1)(-1)] _ (m-1)1-1)+1-1

P(mLy)

Para la cota inferior, sea P(z) = Z €42 un polinomio unimodular como en (|2.20))
aeA(m,n)
con 1 < p < 2, tenemos entonces que

I Z Za”P(mfg) L
acA(m,n) nm( —q)

Xa(P("CN) » S T TN
H Z CaZ HP(W;;) n_r

aeA(m,n)

El estudio que realizamos en el Teorema |4.3.1]supone que el grado de homogeneidad de
los polinomios (m) es fijo. En particular, no nos preocupamos en investigar profundamente
la dependencia de la constante incondicional mixta en funcién de m. Por ejemplo, no
nos importa la hipercontractividad en las cotas que obtenemos para esta constante. En el
Capitulo 5] el Capitulo[6]y el Capituld7] exploramos objetos y aspectos de algunas familias
de funciones holomorfas que requerirdn este analisis mas profundo para dichas constantes.
La hipercontractividad serd una propiedad clave.
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Capitulo 5

Radio de Bohr

Mientras trabajaba en pos de entender ciertos aspectos de las series de Dirichlet, Harald
Bohr consiguié conectarlas con las funciones holomorfas en infinitas variables a través de
lo que llamamos transformada de Bohr. Este ciclo de ideas llevé a Bohr a preguntarse si
es posible comparar el valor absoluto de una serie de potencias en una variable compleja
con la suma del valor absoluto de sus coeficientes. Logrd probar el siguiente resultado hoy
en dia denominado desigualdad de Bohr:

El radio r = % es el valor mas grande para el cual vale la siguiente desigualdad:

D lanlr™ < sup| 3 an2", (5.1)

n=0 zeD >0

para toda funcién holomorfa f(z) = 3, -, a,2" acotada en el disco unidad D.

De hecho, el articulo de Bohr [Bohl14], compilado por G. H. Hardy de correspondencias,
indica que Bohr inicialmente obtuvo el radio %, pero esto fue rapidamente mejorado por
M. Riesz, I. Schur, y N. Wiener (independientemente) al resultado ajustado. El articulo de
Bohr presenta tanto su propia prueba como la de sus colegas.

5.1. El radio de Bohr n-dimensional

Esta interesante desigualdad se pasé por alto durante muchos anos hasta finales del siglo
XX. En particular, Dineen y Timoney [DT89|, Dixon [Dix95], Boas y Khavinson [KB97],
Aizenberg [Aiz00], Boas [Boa00] y Bombieri y Bourgain [BB04] retomaron el trabajo de
Bohr y usaron sus ideas en diferentes contextos y/o las generalizaron. Varios de estos
autores analizaron un fenémeno similar para las series de potencia en varias variables. En
general, fijado un dominio Reinhardt R, consideraremos la nocién de radio de Bohr para
dicho dominio, que notaremos K (R), como el mayor r > 0 de forma que para toda funcién
analitica f(z) = >, alpha @ alpha? alpha v acotada en R, vale que

sup 3 laa=°| < sup £ (=)

z€rR 7, 2€ER
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Capitulo 5. Radio de Bohr

Observemos que con esta notacion, la desigualdad de Bohr puede ser formulada simple-
mente como K (D) = % Sorprendentemente, el valor exacto del radio de Bohr es desconocido
para cualquier otro dominio. El resultado central de [KB97, Boa0O0] contiene una estima-
cién (parcialmente) satisfactoria del radio de Bohr para las bolas de ly, con1 < p< .
Alli los autores consiguieron, para todo 1 < p < 00, las siguientes acotaciones asintdticas
(ver [Boa00, Theorem 3]),

1 1
11\ mme log(n)\ '~ =2
== | = < K(Bp) <3 . 5.2
e (5) () <3 (5 6.2

La brecha entre las estimaciones superiores e inferiores en estos articulos condujo en el
fuerte interés de calcular el orden asintético exacto de K (ng), para 1 < p < o0.

Para obtener las cotas superiores, Boas [Boa00] generalizé un teorema de Kahane-
Salem-Zygmund sobre polinomios trigonométricos aleatorios [Kah93, Teorema 4, Cap. 6],
que da (mediante el uso de un argumento probabilistico) la existencia de polinomios ho-
mogéneos con “coeficientes grandes” y norma uniforme “relativamente pequena’”. Bayart
refiné esta técnica en [Bay12] de donde extrajimos (2.20)).

Las cotas inferiores necesitaron diferentes técnicas. En [DGMO03] Defant, Garcia y Maes-
tre relacionaron el radio de Bohr con el estudio de la incondicionalidad en espacios de
polinomios homogéneos a través de algunos conceptos de la teoria local de espacios de Ba-
nach (ver también [DP06]). Aunque en ese momento esto no proporcioné cotas asintéticas
optimas, esto trajo ideas claves con las que el comportamiento asintético exacto de K (ng)
se obtendria.

Fueron Defant, Frerick, Ortega-Cerdd, Ounaies y Seip [DFOCT™11] quienes hicieron una
contribucién fuera de lo comin al problema, dando el valor asintético exacto de K (Byn ).
Este trabajo, en cierto sentido, marcé el camino del area en los ultimos anos. Los autores
trajeron al juego la clasica desigualdad de Bohnenblust-Hille, utilizada para calcular el
ancho de la brecha en el problema de convergencia de series de Dirichlet de Bohr ochenta
anos antes. El progreso innovador consistié en demostrar que la constante C), del Teorema
2.1.2] es, de hecho, hipercontractiva. Mostraron que Cj, puede tomarse menor o igual que
C™ para alguna constante absoluta C' > 0. Con esto a mano, demostraron que K (B ) se

e e /1
comporta asintoticamente como %(n).

De hecho, se puede decir mucho més sobre K (Byn ): Bayart, Pellegrino y Seoane [BPSS14]
utilizaron estas técnicas de una manera increiblemente ingeniosa para probar que
K(Bpm
i Be)

n—%  /log(n)

n

Gracias a que K (B ) acota por debajo el radio K(R) para cualquier otro dominio
de Reinhardt R, es posible conseguir facilmente el comportamiento asintético de K (ng)
para p = 2. La solucién para el caso p < 2 requirié de métodos bastante diferentes. Un
famoso teorema demostrado de manera independiente por Pisier [Pis86] y Schiitt [Sch7§]
permite estudiar bases incondicionales en espacios de formas multilineales en términos de
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5.2. Radio de Bohr mixto

algunos invariantes, como la estructura incondicional local o la propiedad de Gordon-Lewis.
Estos resultados tienen su contrapartida en el contexto de espacios de polinomios como se
muestra en [DDGMO0I], reemplazando el producto tensorial completo por el simétrico.

Defant y Frerick [DF11] (continuando su trabajo de [DF06]) establecieron una especie
de extensién del resultado Pisier-Schiitt al producto tensorial simétrico con cotas precisas
y dieron una nueva estimacién de la constante de Gordon-Lewis del producto tensorial
simétrico. Como consecuencia, encontraron el crecimiento asintético exacto para el radio
de Bohr en la bola unitaria de los espacios ;.

Los resultados antes mencionados dan la siguiente relacion para el radio de Bohr.

Teorema 5.1.1. [DFOCT 11, [DFT1|] Para 1 < p < o0, vale que

1
log n 1- min{p,2}
K(Bgy) ~ <n()> . (5.3)

El célculo del comportamiento asintético exacto de K (Bgp) dado en [DF11] para p < 2
utiliza “maquinaria sofisticada” de la teoria local de espacios de Banach (como menciona-
mos antes). Inspirados por los resultados recientes de la teoria general de series de Dirichlet,
en [BDS19] Bayart, Defant y Schliiters dan estimaciones superiores para las constantes de
incondicionalidad de la base monomial del espacio de polinomios homogéneos en ¢, que
evitan el uso de esta “maquinaria”’. Esta perspectiva proporciona una nueva y, en cierto
sentido, més clara prueba del Teorema [5.1.1] para el caso p < 2.

5.2. Radio de Bohr mixto

En este capitulo pretendemos continuar el estudio del radio de Bohr mixto para do-
minios de Reinhardt. Sean R y & dos dominios Reinhardt en C". El radio de Bohr mixto
K(R,S) se define como el nimero méas grande r > 0 tal que para cada funcién analitica
f(z) = ZaeNg a,z® y acotada en R, vale:

sup ) |aaz®| < sup[f(2)]. (5.4)
2€r-8 7, z€R
Nos enfocaremos en el caso en que R y S son las bolas unitarias cerradas de £ y £
respectivamente, con 1 < p,q < 0. Notemos que usando esta nueva notacién K (ng) es
exactamente K (Bg;,ng). El siguiente teorema da el comportamiento asintético correcto
de K(ng, ng) para todo el rango de p’s y ¢’s.

75



Capitulo 5. Radio de Bohr

Teorema 5.2.1. Sea 1 < p,q < 00, con q # 1. El crecimiento asintdtico del radio de Bohr
(p, q)-mizto estd dado por

1 si(]):Qépgoo/\%_{_%g%,
Jom A
K(Bey, Bin) ~ n%+%—%1 si(I):2<p<0 A 545>,
1—1
logn) g (IID): 1 <p <2
n q
Para g =1y todo1<p< w0, K(Be,Bm) ~ 1.
1
q
(I)~1
1 log(n)l_%
2 (IIT) ~ 22—
n q
(1) ~ sty
n2'P a
1 1
2 P

Figura 5.1: Resumen grafico del radio de Bohr mixto descrito en el Teorema

Como en el caso de K (ng), las cotas superiores del Teorema se obtienen uti-
lizando polinomios aleatorios con coeficientes adecuados y norma relativamente pequeia
[Boa00, DGMO04, Bay12]. Para obtener las cotas inferiores, la prueba se divide en varios
casos. Para p < 2, hemos combinado una forma apropiada de dividir y distinguir ciertos
subconjuntos de monomios y gracias a la desigualdad de Bayart-Defant-Schliitters en (2.9)
conseguimos buenas cotas de las constantes de incondicionalidad de espacios de polinomios
homogéneos en ¢, para la base monomial. La interaccién entre la convergencia monomial
y la incondicionalidad mixta para espacios de polinomios homogéneos dada por el Teore-
ma (que, por supuesto, proporciona informacién sobre el radio de Bohr) es crucial
para el caso p > 2. También usaremos fuertemente las descripciones de monHy(By,) para
p = 2 dadas por y el Teorema Por lo tanto, vale la pena senalar que las técnicas
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5.3. Radio de Bohr mixto homogéneo e incondicionalidad mixta

y los resultados desarrollados en los ltimos anos fueron fundamentales para lograr este
resultado.
Siguiendo la notacién de [BDS19], dado un subconjunto J < J(m,n), definimos

J*={jeTJ(m—1,n): existe k > 1,(j, k) € T}.

5.3. Radio de Bohr mixto homogéneo e incondicionalidad
mixta

Recordemos que K (ng, ng) es el radio de Bohr (p, ¢)-mixto n-dimensional. Esto es,
K(Bygy, Ben) denota al mayor radio r > 0 tal que para toda funcién analitica f = >}, aaz®
en n variables complejas, tenemos la siguiente desigualdad (mixta) de tipo Bohr

sup D laaz®| < sup [f(2)].

zer-ng o ZEBZ;L

Del mismo modo, el radio de Bohr mixto m-homogéneo , K, (ng, ng), se define como
el més grande r > 0 tal que para todo P(z) = ), ) a2 € P(MC") se sigue

aeA(m,n

sup Z |aqz|r™ = sup | Z aaz®| < ||P|lp@mpm)-
#€Bgy aeA(m,n) ¢ aeA(m,n)

Es claro que K(Byn, Ben) < Ky (Ben, Ben).

Observacion 5.3.1.

Ky (B, Bpm) = .
( 164 Eq) XM(p(m%L)’p(mgg))l/m

Demostracion. Dado P € P("C") y para toda sucesion (0a)aen(m,n) tenemos

IS baaa(P)lpemey <1 Y laa(P)="llpeme)

aeA(m,n) aeA(m,n)
1
= | |aa (P)2%|(Km(Beg, Bep )™ | p(mey
i PP o By, By
1

< P mgny,
(Km (B, Ben))™ [Plecmey)
: 1 1
lo que nos lleva a la desigualdad xa (P(™£,), P("4y)) fm < R (B By Por otro lado,

para P € P("™C") tomemos 6, = %. Luego se sigue que

I D) aa(P)=llpmey =1 D) Bada(P)z%[p(me)

aeA(m,n) aeA(m,n)

< xm(P("65), P(" ) Plp(mey),
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Capitulo 5. Radio de Bohr

0 equivalentemente,

1 m
sup |aq 2| < | P|pemeny,
=€Byp 2, (XM(,P(mEg)a 7’(’"%))”’”) ey

aeA(m,n)

. . 1
lo que implica o (PO P )T < Ky (Ben, Ben). O

Sera util recordar un resultado clésico debido a F. Wiener (ver [KB97]) que asegura
que para toda funciéon holomorfa f escrita como suma de polinomios m-homogéneos como
f= Z P, + ag y tal que SUPze |f(2)] <1 se tiene

m=1
| Poalp(megy < 1= laol?, (5.5)

para todo m € N.

En general esta desigualdad es presentada para la norma uniforme en el polidisco (i.e.,
p =) |- |pemem), pero esta versién se sigue facilmente con una modificacién estandar del
argumento original (para z € Bip hay que considerar la funcién auxiliar g : C* — C dada
por g(w) = f(w - 2)).

El siguiente lema es una adaptacién del caso p = ¢, (ver [DGMO03, Theorem 2.2.]) y
constituye una conexién basica entre el radio de Bohr y la constante de incondicionalidad
para espacios de polinomios homogéneos en el contexto mixto (p no necesariamente igual

aq).

Lema 5.3.2. Para todoneN y1 < p,q< w0 se tiene que

1 1
3 < K(Byn, By
3 SUPy, 1 XM(P(mﬁg),P(mgg»l/m (Ben, Ben)

1
<min < —, .
{ 3 SUDp,>1 XM(P(m%Z)a ,P(meg))l/m }
Demostracion. De la Observacion [5.3.1] se concluye que
1 1

K Bn Bn < { f = 5
Bt ) S S S PEag) PO~ by xat (PO E3), P )

y gracias a la desigualdad de Bohr sabemos que K(D) = % Como es claro que

K(Bep,Bim) < K(D) para todo n € N tenemos la desigualdad del lado derecho. Para el
lado izquierdo tomemos alguna funcién holomorfa f, sin perdida de generalidad podemos
asumir que sup,¢ By |f(2)] = 1, y consideremos su descomposicién como suma de polinomio

m-homogéneos: f = Z P,,. Para todo m € Ny vale que P,,(z) = Z aq(f)z% luego,
mz=0 acA(m,n)

tomando p = sup,,,>1 xm (P("4y), P(mﬁg))l/m y usando la Observacién m se sigue que

H 2, laa(f) <Z>a prz;) -

aeA(m,n)

P(mem)

A
]
Q
9
=
2



5.4. Cotas superiores

Aplicando el resultado de Wiener antes mencionado para w € ng tenemos que

S Y () <+ X ¥ ow=],,

m=0 aeA(m,n) 3p mz=1 acA(m,n)

<o)l + Y 521 lao(HI?)

m=1
1—Jao(f)|?
< lao()] + 120
< 1= sup [f(2)],
ZEB[II)L

donde la ultima desigualdad se debe a que |ag(f)| < sup.ep,, |f(2)] = 1. La tltima cadena
p

de desigualdades y la maximalidad del radio de Bohr mixto nos permiten concluir que
% <K (ng, ng) como queriamos probar. O

El lema previo muestra que entender K (Bg;, ng) se traduce en ver cémo se comporta la

constante x M(P("‘KZ),P(’”EZ))I/ . Desafortunadamente, el resultado sobre el crecimiento
asintético de la constante de incondicionalidad mixta xa (P(™¢y), P(™{;)) (para m fijo)
dado en el Teorema[4.3.1 no es 1til aqui. Como podemos ver en el Lema [5.3.2], necesitamos
entender cémo el valor de XM(P(’”EZ),P(’”E;‘))V ™ crece moviendo ambas, el nimero de
variables (n) y el grado de homogeneidad (m). Pero més alld de esto, dicho resultado da
una pauta de lo que se uno debe esperar (por lo menos cémo deberian ser las regiones en
la Figura .

La heuristica para interpretar las diferentes regiones en el Teoremal[5.2.1] es la siguiente:
si asumimos que el grado de homogeneidad es muy grande (m — o) en el Teorema m
luego el gréfico en la Figura [£.1] se transforma en aquel presentado en la Figura Todo
esto, junto con las cotas superiores que podemos obtener luego de usar polinomios aleatorios
clésicos (ver la Seccién de alguna manera la parte sencilla) nos ayuda a definir a dénde
apuntar para probar las cotas inferiores.

5.4. Cotas superiores

Las cotas superiores constituyen la parte facil: utilizaremos el enfoque probabilistico
clésico.
También necesitaremos la siguiente observacién, que es un ejercicio de calculo sencillo.

Observacion 5.4.1. Para todo par de ntmeros positivos a,b > 0 y n € N, la funcién
b

f:R-g — R dada por f(x) := 290+ alcanza su maximo en x = log(n) ..

Demostracidn de las cotas superiores en el Teorema[5.2.1] Las cotas superiores para el ca-
SO % + % < % v ¢ = 1 en el Teorema son triviales.
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Capitulo 5. Radio de Bohr

Supongamos ahora que % +1> % y tomemos una sucesion de signos (£4)qe A(mm) <

2
{—1,1} tal que

|

m!

e
al

aeA(m,n)

1—-1
< Km7p n p7

-1 -1 1 1
como en ([2.20)) dondé, en este caso, Ky, , < C'log(m)™ »m!" " ». Tomando zg = (—5,..., 1) €
By, podemos concluir que

aeA(m,n) n4
|
< |5a|ﬁza
H QEA%;%”) ! B
|
<xuPCELPOEN | Y ey,
P

aeA(m,n)
_1
Mm(P(E), P(™)) Ky
1—1

< x
< xu (P, P(™E1)) Clog(m)' ™ rm! ™5 n'"7.

Para p < 2 tenemos, usando la férmula de Stirling en (2.16|), que

: < (en? Goglmpm)? )"
< (Cn og(m)ml!
X (P(me3), P(m )t ni
<C 11 m¥ ni'm
nd

Gracias al Lema la Observacién v la desigualdad previa tenemos

1
1 1o 1 o
K(Bgn,Bpm) < C— inf m¢ nv'm < C Og(@p
p a 7 m=1 v
na nda
Por otro lado, parap =2y % + % > % se sigue que
1 1 1\ 1/m 1
< (Cni log(m)m! 5)
PO, PO loglmm?) " b ES
1
<C—F—5— minim
n2tr

como queriamos demostrar.
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5.5. Cotas inferiores

5.5. Cotas inferiores

Para probar las cotas inferiores debemos considerar cuatro casos diferentes. Comenza-
mos con el caso ¢ = 1 y el caso p < ¢, que son los mas faciles. Luego estudiamos el caso
1 < g < p < 2 donde usamos herramientas de incondicionalidad y finalmente el caso p > 2
donde la herramienta clave es la convergencia monomial.

5.5.1. Elcaso¢g=1

En el articulo [Aiz00] se prueba que K (Byn) ~ 1. Luego, para cualquier f(z) = ., aa2?,
se sigue que

sup D aaz| < sup |f(2)| < sup |f(2)],

ZEK(BZ{L}BZ? a ZEBZSL ZEB%L

lo que implica que K(ng, Bpn) = K(Bg) ~ 1.

5.5.2. El caso p <gq

En este caso usaremos fuertemente el Teorema [5.1.1] El caso p < ¢ es corolario sencillo
de este resultado. Para cualquier P(z) = Z aqz”, vale que

aeA(m,n)

1_1
2 foalz] <007
P(men)

aeA(m,n)

Z ‘aa|za)79(még)

aeA(m,n)

<nm(%_%)K(ng)_mH Z a2

aeA(m,n)

)

P(meg)

1

> K(By )néf% para todo m € N. Usando el Lema |5.3.2
S

lo que implica que Km(ng, Byn
y el Teorema tenemos, par

n
P

o ~—

1
1 11 log(n) 1—5 B 10g<n)1*1/p
R I

Esto concluye la prueba.

5.5.3. La descomposicién acotada. El caso 1 < g <p <2

Para demostrar que la cota inferior es correcta en este rango de valores, introducimos
la primera descomposicién monomial de la tesis: la descomposicién acotada. En este caso,
dividimos el conjunto completo de monomios (zj);e J(m,n) €0 subconjuntos segun el grado
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Capitulo 5. Radio de Bohr

maximo de sus variables. Esta particién nos permite maneja alguna cotas técnicas de una
manera mas sutil.

Fl siguiente lema es el primer paso que necesitamos para probar la cota inferior del
Teorema [5.2.1| en este caso. Una pieza fundamental en su prueba serd la desigualdad BDS.

Lema 5.5.1. Sea 1 < g < p < 2, entonces vale que

1/d’
xm (P("0), P("My)) < melt Z 5| (/10
jeJ (m—1,n)

Demostracion. Fijemos P € P(még) y u € £y. Luego, por la desigualdad BDS en (2.9), para
cualquier j € J(m,n)* tenemos

1y " 1/p
, ’ 14 m=1
S b =X lean @] < me I G Py
k: (j,k)eJ (m,n) k=jm—1

Ahora, aplicando la anterior desiguladad, la desigualdad de Holder (dos veces) y la férmula
multinomial se sigue

Y lgPllyl= ] D legullullugl

JeJ (m,n) &I (mmn)* \k: (j,k)eJ (m,n)
1/d 1/q
< D Iyl > legml? (Zluqu>
jeJ (m,n)* k: (j,k)eJ (m,n) k
1/p
< D > eGP lulq
jeJ (mn)* k: (j.k)ed (m,n)
14 m—2 o1
<me ™Y i1l fullg | Plp ey
jeJ (m,n)*
1/q 1/q
1 m—1 . . _ ’
<me "7 D il >, |t lullg|Pllpemen)
jeJ (m,n)* jeJ (m,n)*
1/q 1/d
1+m=1 . . — '
<m0 e S PV | Pl
jeJ (m—1,n) jeT (m—1,n)
1/q’
m—1 . _ /
=me > |t lullg | Plpmen),
jeJ(m—1,n)

lo cual da la desigualdad deseada. O

82
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La clave para probar las cotas inferiores es obtener buenas estimaciones de la suma en
el lado derecho de la desigualdad del lema previo.

Lema 5.5.2. Sea 1 < q < p < 2, para n suficientemente grande se sigue que

1/q’

Z ] (1/p=1/q9)q’ <Ccm
jeJ(m—1,n)

nm/q
log(n)™/"’
para todo m € N.

Con esto a mano es facil probar las restantes cotas inferiores para p < 2 en el Teorema

2.1

Demostracion de las cotas inferiores para el caso 1 < g < p < 2 en el Teorema5.2.1 Gracias
al Lema [5.3.2] es suficiente probar que

1 1-1/p 1 1
Og(f‘)l —— = f ——, (5.6)
ntVE e suppy X (P(™), PV m=1 o (P(4), P(™65) V™
lo cual sigue del Lema [5.5.1] y el Lema [5.5.2] O

La prueba del Lema [5.5.2| requeriré un poco de trabajo y la visién dada por una descom-
posicién monomial especifica, la descomposicion acotada. La idea de esta descomposicién
es dividir el conjunto de monomios en aquellos que tienen los grados de todas sus variables
acotadas (por algun valor 1til) y aquellos que no.

La descomposicion monomial acotada: Definimos para todo 1 < k < m el conjunto
de indices k-acotado as

Ax(m,n) = {a e A(m,n) : a; < k para todo 1 < i < n}.
Recordemos que F' es la funcién inyectiva que relaciona A(m,n) y J(m,n), denotamos
Ji(m,n) = F~H(Ay(m, n)),

al correspondiente conjunto de indices k-acotado visto dentro de J (m, n). Observemos que
para todo 1 <k <my je€ Jx(m,n) valen las siguientes desigualdades:

] m! m! R
il = ] 2 e 2 O T (5.7)
1/¢ 1/q
51(1/p—1/a)q’ 1/q 5 51(1/p—1/a)q’
‘ Z |j| (/P10 <m qk:f?.?f%q{ | Z 1j|(V/p=1/a)a }
jeJ (m—1,n) JET(m—1n)nTE_ (m—1,n)
(5.8)
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Finalmente,
[T (m = 1,n)| <n|J(m—k—1,n) (5.9)
n+m-—=k—2 (n+m—k—2)mk-1
<n n )
m—k—1 (m—Fk—1)!

ya que todo j € J¢ ;(m — 1,n) requiere que por lo menos una de las variables esté a la
potencia k (notemos que esta cota es excesiva, dado que hay muchas repeticiones a la hora
de contar, pero serd adecuada para nuestros propésitos). Para el caso particular en que
m < n podemos extraer de la desigualdad el siguiente hecho

nm—k

|Ti—1(m —1,n)| < Qmm-

(5.10)

Estamos listos para probar el Lema [5.5.2

Demostracién del Lema[5.5.4. Supongamos que n es suficientemente grande como para
que
log(n)¢ < n, (5.11)

donde ¢ > 0 es una constante que especificaremos luego.
Separaremos la prueba en dos casos.
/

q
e (i) m <log(n)? .
Notemos que tomando en (5.11)) ¢ > ;17, entonces m < n. Asi, por (5.7) y (5.10)), para
cada 1 < k <m — 1, tenemos

1/q 11
. . , ) ,k(erk)(g*;)
Z |j|(1/P=1/a)a < C™JE (m—1,n)|Y4 1)
JETR(m—1,n)nTE_ | (m—1,n) moar
m—k 7 pmk)(E-1)
< g™ < n ) Tk 1 : 1 -
(m—Fk—1)! mm(g—;

Gracias a (j5.8]), probaremos el lema si podemos mostrar que la tltima expresiéon es menor
!

o igual que leog”(:%, para alguna constate C' > 0. Por lo tanto, es suficiente probar
1

que, si 3 := (5 - %)q’, vale
EB(m+k) nk

<O —0  —. 12
(m —k —1)ImpPm ¢ log(n)m(B+1) (5.12)

Supongamos primero que k > min{m/2, %} = dm para algin 0 < d < 1. Notemos que el

ndm
]og(n)m(5+ 1)

. Vale entonces ([5.12)) para

lado izquierdo es menor o igual que mP™ que, a su vez, es menor o igual que

/

A

si elegimos cd > 6(% + 1)+ 1 en (5.11) ya que m < log(n)»
k= dm.
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En el caso en que k < dm, la desigualdad (5.12)) es equivalente a

k,B(m+k) nk

—_— <" 5.13
mm—kmpBm log(n)m(ﬂ-‘rl) ( )

para alguna constante C. Si k = 1 (5.13) es trivialmente satisfecha. Sea 1 < k < dm.
Usando célculo elemental, se puede mostrar que k%¥m* /k™ < k™/3mk /km = mk /23 « 1
para k < m/2. Luego, es suficiente probar que

L(B+1)m . nk

m(B+1)m <C log(n)m(ﬁJrl)'

Tomando logaritmo, vemos que basta con mostrar, para cierta constante C' > 0, que vale

f(k:log(n)) _ klog(n) <C

5.14
2 Ly (5.14)

donde f(t) = (B + 1)log(t). Notemos que existe tg = to(3) = 1 tal que f(t) < t'/? para
todo t > tg. Si klng(n) >ty entonces f(kloyi(”)) - klc;i(") <A/ klog(n) _ klofl(n) <0,y (5.14)

m

se satisface. Por otro lado, si MOTg(n) < to entonces (5.14]) se satisface tomando C = f(ty).

a ,
e (i1) Para m > log(n)? simplemente acotamos |j|(/?=1/94 por 1, luego gracias a la
formula de Stirling,

1/
ST s | < | 1)U

jeJ(m—1,n)
o (n+m—2)! Vd
(m—1)l(n—1)!
m—1 1/q
<cm ((1 +— ) )
m—1
m—1
q/
<o |1+ —= "
log(n)”
<om_ "
log(n)#
esto concluye la demostracion. O

5.5.4. El caso p=>2

Para los casos restantes sera crucial el punto de vista de la convergencia monomial y
su conexiéon con la incondicionalidad mixta.
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Demostracion para el caso % + l < % en el Teorema . Gracias a la ecuacién , si

121—1 2yp 2, se51gue

lr 0 By, @ monHy(By,).

Como g < r < pvale que By, © By, < By, y luego tenemos By, < £, n By, © monHy (By,).
Finalmente por el Teorema existe una constante C' = C'(p, q) > 0 tal que, para todo
n € Ny p, g cumpliendo las condiciones previas, vale

1
sup (dar (PC"63), P("03)

m=1

Como K(ng, ng) < 1 para todo 1 < p,q < o0, la desigualdad previa y el Lema nos

llevan a la conclusién que, para + > L + 1 ge sigue
que, para ; = 3 + g,

=
1/m =

K (B, Bey) ~ 1. (5.15)
0

Recordemos que el Teorema da la inclusién

1/2
1 n
B=<{z2€e/ly,:limsup ——— 22 <13% cmonHy(Bp. ).
sl —o (Zm) o (B1,)

n—0o0 j=1

Consideremos ahora el espacio de Banach

1/2
X =R z2€lyp: ili};\/i (Z |25 |2> <o, (5.16)

1/2
1 n
dotado de la norma |z|x, = sup \/ﬁ (Z |z;‘|2> . No es dificil ver que este es un

n=2

espacio de sucesiones. Observemos ademas que

Bx,, € B < monHy(By,). (5.17)

[ve}

Por el Teorema y la inclusién anterior (5.17) tenemos, para algin C' = C(p) > 0
que
sup X (P ("), P(" (Xoo)n)) < C™. (5.18)

n=2

La norma en (Xo), estd dada por

1/2

*|2
21,5 20) | (xp), = Su z; .
T v o (§}| |>

Para completar el estudio del radio de Bohr mixto Bohr para p > 2 queda entender el
caso E < 2 + 5.
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Demostracion del caso - < 5 + = y p =2 en el Teoremal5.2.1l Fijemos m € N y tomemos
PeP(mC"), P(z) = Z aqz”. Por el Lema [5.3.2] es suficiente probar que existe cierta

aeA(m,n)
constante C' > 0 tal que para todo z € B vale

M e <O () [Pl

aeA(m,n) log(n)

2 2
. 2 p+2 P2 P2 s
Consideremos y = (z{ - , z,é’* )y w = (zl” 2., 25?). Es sencillo mostrar que

z=y- -w=(ywi,... ,ynwn) y luego, por ) v la Observamon tenemos

Y laazl = Y laaw®y?] < O™yl [ Pullpenes,)

aeA(m,n) aeA(m,n)

m
HU’Heg”PHP(ng)~
Ahora basta ver que
n%

lwle < C——.
[yl xe0y lwlleg o

Para empezar, dado 1 < k < n, se sigue que

”(yikw"?yl:)Hé’; = H(Zfﬂ"'v )Hp+2
%

1,11\ =25

< (u(zf,...,zz»ugwﬁ)"“

S R G

con lo cual vale

9lxay, = S~ (5o, )
(Xoo)n a<ken /rg(k) 1> » Ik /e
< s~ el (1)
" ocken \/log(k)
1_1 p
2
< Ol e

\/1log(n) '

Por otro lado,

2 1,1
ol = 12157 < 1eln(E 57307 < g zmnsiets,

+
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Finalmente,
) 1 11p o2 11
HyH(Xw)nHngg < C”Z”%l T(n)rﬂ q p+2 ||Z||gg ne 42+p
1,1 1
n2 » g
= 0”2”3377
log(n)
como necesitdbamos. O
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Capitulo 6

Convergencia monomial para
}Jb(gr)

En este capitulo volvemos al estudio de la convergencia monomial. En particular, nos
centramos en los conjuntos de convergencia monomial para Hy(¢,). En el Teorema
proporcionamos una caracterizacién completa del conjunto de convergencia monomial del
espacio de funciones holomorfas de tipo acotado para 1 < r < 2. En la Seccion lo hace-
mos para monH(¢, ) y damos cotas inferiores y superiores ajustadas para monHy(¢; s),
en particular con r = s.

La herramienta principal desarrollada es una nueva descomposicion de los multi-indices,
lo que nos permite construir cualquiera de ellos a partir de dos clases muy particulares (a
saber, los tetraedrales y los pares). Un tratamiento adecuado para cada una de estas clases
proporciona cotas para la suma de todos los monomios que nos permiten demostrar un
comportamiento hipercontractivo para la constante de incondicionalidad mixta entre los
espacios adecuados. Esta técnica es sustancialmente diferente de la usual, que involucra
una particién de los multi-indices en conjuntos adecuados, como hicimos en la Seccién [5.5.3]
(ver también, por ejemplo [DFOC™ 11} [BDS19, BDF 17, [GMMal, [0OCOS09]). La diferencia
ahora es que estudiando dos subclases de multi-indices que descomponen a cualquiera de
ellos (a la manera del teorema fundamental de la aritmética, para hacer una analogia)
logramos concluir algo acerca de la suma total.

6.1. La descomposicién de factorizacion

Presentamos ahora la segunda descomposicién monomial: la descomposicion de facto-
rizacion. Esta descomposicién serd la herramienta clave para las cotas inferiores en todo
el capitulo. Serd necesaria las proximas secciones.

Un multi-indice « es tetraedral si todas sus entradas son 0 o 1. Consideremos el conjunto
de multi-indices tetraedrales

Ar(m,n) = {a € A(m,n) : a; € {0,1} para todo i = 1,...,n}.
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Capitulo 6. Convergencia monomial para Hy(¢,.)

Notemos que el conjunto de multi-indices tetraedrales es exactamente el conjunto de multi-
indices 1-acotados que introdujimos en la Seccién ie, Ar(m,n) = Ai(m,n).

Un multi-indice es llamado par si todas sus entradas son pares (observemos que esto
fuerza al multi-indice a tener orden par). Consideraremos el conjunto de muli-indices pares

Agp(m,n) = {a € A(m,n) : a; es par para todoi =1,... ,n}.
Para todo muli-indices par o € Ag(m, n) hay un tnico 5 € A(m/2,n) tal que o = 2.

Observacién 6.1.1. Dado o € A(M, N) definimos ap (la parte tetraedral) y ag (la parte
par) como

( ) 1 sia; esimpar ( ) a; —1  sia; es impar
arT). = . y o). = . .
! 0 sia;espar ' «; si «; es par

Si 0 < k < M es la cantidad de entradas pares en «, entonces es claro que ar € Ar(k, N)

y ap € Ag(M — k,N), ademéds o = ap + ag. Como (ag); < «; para todo ¢ entonces
ap! < al. Por otro lado, ar! = 1, luego arlag! < al, y

[e]]

M M MR (M k) (f) [ar]l|[as]l < 2Y|[ar]||[es]].

— < v
al OéT!OéE! (M—/{)‘k" OéT! aE!

6.2. El caso 1 <r < 2.

Podemos caracterizar el conjunto de convergencia monomial de Hy(¢,) para 1 < r < 2.
Resulta ser un espacio de Marcinkiewicz mg, con simbolo

U, (n) == log(n + 1)+, (6.1)
para cada n € Ny.
Teorema 6.2.1. Dado 1 <r < 2 vale
n Z*
monHy(£,) = my, = { ze CY : suka:—lk1 < 0.
n=1log(n + 1)1~

Probaremos las inclusién superior y la inferior de manera separada en las dos siguiente

secciones.

6.2.1. La inclusién superior monHy(¢,) € my,

Tipicamente, la forma de probar la inclusién superior para un conjunto de conver-
gencia monomial consiste en proporcionar polinomios que satisfagan ciertas propiedades
convenientes. En los ultimos anos, las técnicas probabilisticas han demostrado ser extre-
madamente ttiles para encontrar tales polinomios. Esto es, por ejemplo, lo que los autores
hacen en [BDF*17, Theorem 2.2], donde el dispositivo probabilistico es la bien conocida
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6.2. Elcasol <r < 2.

desigualdad de Kahane-Salem-Zygmund. Aqui seguiremos esencialmente las mismas lineas,
pero usando los polinomios dados por Bayart que se encuentran en . Estos polino-
mios dan la principal herramienta para la demostracion de la inclusién superior. También
necesitamos el siguiente resultado, una extensién de la Proposicién [3.1.4] cuya prueba sigue
las mismas ideas.

Lema 6.2.2. Sean R un dominio de Reinhardt en un espacio de sucesiones X y (F, (qn)n)
un espacio de Fréchet de funciones holomorfas continuamente incluido en Hy(R). Luego,
para todo z € mon(F), existen C' > 0 y n tal que

D leaz® < Can(f).

aEN(()N)

para todo f € F. En particular, si z € monHy(X), existe C > 0, tal que

Y lea(P)2® < C™Plpemx),

aeA(m,n)
para todo P € P(MX).

Demostracion. Dado z € R cumpliendo (3.6)) es facil ver que vale 3, _ v |aa(f)z] < o0
0

para toda f € F(R). Para la otra implicacién consideremos el operador lineal

@ F(R) — tr (")
fr= (aa()z) yeom

que esta bien definido ya que z € monF(R). Dada una sucesién f, € F(R) tal que
fan—=>feFMR)y ©.(fn) > b= (ba)aeNém tenemos, para cada « € N(()N), que aq(frn) — ba-
La Observacién vale también para Hp(X) (con la misma demostracién), usando que
ao(fn) — aa(f), y gracias a la unicidad del limite b = ®,(f) el grafico de @, es cerra-
do. Usando el Teorema del grafico cerrado para espacios de Frechet se sigue que @, es
continuo, que es exactamente lo que queriamos. Apliquemos esto al caso de un polinomio
m-homogéneo P en X y z € monHy(X). Gracias a que P € Hy(X) y las seminormas en
Hy(X) estan dadas por (|| - |n-By )nen, para un nimero N € N fijo y C > 1 tenemos que

Y, lea(P)z?] < CIP|n.px < ON™|P|py.

aeA(m,n)
Tomando C' = CN tenemos lo que queriamos probar. O
Tenemos ahora todo lo necesario para proceder a probar la inclusién superior.

Demostracion de la inclusion superior en el Teorema[6.2.1] Fijemos 1 < r < 2 y sea z €
monHy({). Ahora, fijados n,m € N, elijamos signos (€a)x(m,n) como en (2.20) y con-
sideremos el polinomio P(w) := 3 ,cp(m.n) Ea%w“. Por el Corolario sabemos que
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Capitulo 6. Convergencia monomial para Hy(¢,.)

z* € monHy(¢,). Usando la férmula multinomial, el Lema y (2.20) tenemos

(2!4\) = Y TEeri= Y ke

aeA(m,n) aeA(m,n)
m! 1
< Cl sup Z z-:aauo‘ < ﬁ7r(log(m)m!n)1_F.
uEBn aeA(m,n) ) p(men
(me)
(6.2)
Tomando la potencia 1/m y usando la férmula de Stirling (2.16) se sigue que
n L 1_7
2 |27 < Cox [log( )%(27rm)2inel2m Tnm] (6.3)
j=1 €
Finalmente, eligiendo m = |log(n+1)| podemos concluir que el término ————— ot 1)1 r Yet 28]
og(n+1) " r
(para todo n > 2) estd acotado independientemente de n, con lo cual z € my,. O

6.2.2. La inclusién inferior mg, < monHy(¢,)

Nos enfrentamos ahora a la demostracién de la inclusién inferior en el Teorema [6.2.1]
La herramienta principal es la siguiente desigualdad hipercontractiva, cuya demostracion
requiere algo de trabajo, que realizaremos a lo largo de esta seccién.

Teorema 6.2.3. Fijemos 1 <r < 2. Dado € > 0, existe C, = C,(¢) > 0 tal que para todo
m,n € N, todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P y todo z € C™, tenemos
941 m...
D1 le(P)zf] < Cole)m® (L +)2e) ™ [lid = m, — L™ [, |Plpemer -
jeJg(mn)
Antes de comenzar con la prueba del resultado, veamos cémo, teniéndolo a mano,

podemos demostrar la inclusién inferior a la que apuntamos.

Demostracidn de la inclusion inferior en el Teorema[6.2.1 Elijamos z € my, y veamos
que efectivamente z € monHy({,). Por el Corolario podemos asumir sin pérdida

de generalidad que z = z*. Dada f € Hp(¢,) consideremos P, (f), la parte m-homogénea
en su expansiéon de Taylor (P, (f) = dT!f(O) en el Teorema . El Teorema (con

e=1)da

D1 lealf) a|—SupZ DT ()l

aeNJ" "N m=0je7 (m.n)
< sup Z Com®*+ (4e) ¥ [id|™ | 2|2, sup ¢ (f)uy
neN . "0 uGBw je7 (m,n)
a0
=G ) (m 4€)7 i) |2 g, )™ [P (F) e, -

m=0
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6.2. Elcasol <r < 2.

Veamos que esta suma es finita. Tomemos R > sup,, (m(2+%)%(4e)%HidHHsz\PT), por la
homogeneidad de P,,(f) vale

o¢]

1y1 1. m
(m*2m (de) ™ id| |2y, )™ | P (F)p ey

m=0

E (m® 5 de)r id| |2 mg, \
= 2 ( 7 ) sup Pu(f)w)
wER-BgT

& mCH D (de) 7 |id] | ] mg
< = su w)| < oo,
> ( - weR;;“u( )|

donde la tltima se debe a la desigualdad de Cauchy (1.10]). Esto completa la prueba. [

m=0

m=0

Comenzamos ahora el camino hacia la demostracién del Teorema [6.2.3] Contamos con
una observacién simple.

Observacion 6.2.4. Si z € my,, entonces

n
1
nlzi < Y2 < 2]y, log(n + 1)7.
=1

Esto es

1
log(n + 1)+
12p] < 2y, ———

para todo n € N. Asi tenemos

n n n . L

log(j + 1)
D lEl < 1 < Nzl D, ———
j=1

“ g

= j=1 j=1

T
o log(j+1)
=

1/r
—1 ) (notemos que esta serie converge

lo que implica [id : my, — 4| < (Z
para 1 <r).

La desigualdad de Bayart-Defant-Schliiters en el Teorema serd fundamental aqui
como lo fue en la demostracién del Teorema y el Teorema [5.2.1 en el caso 1 < g <
p < 2.

Lema 6.2.5. Dado 1 < r < 2, ewiste A, > 0 tal que para todo m,n € N, todo polinomio
m-homogéneo P € P(™C") y todo z € C" decreciente tenemos

= log(k + 1)%
1 m T o1
Y lgPzl<Am™rev|z, | X = — 2 lallil" |IPlpene)-
jeJ (mn) k=1 kK7 ieg(m—2k)
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Demostracion. Consideremos P = 3 ;e 7, ) ¢j(P)2 € P("C") y z € C" decreciente. Usan-
do primero la desigualdad de Holder y luego (12.8] . ) tenemos

> laPzl= ) Z 1€Gjm) (P)ZiZjm |

jeJ (m,n) j€J(m—1,n) jm=Jjm—1
n L] n 1
/ T
< X lall X leaun®) (N Tl
je,](mfl,n) jm:jm—l jm:jm—l
1 1 " :
N m o =
< TTmet [Plpeey Y, lalilr (Y lzal)
jej(mfl,n) ]m :jm—l
1 * - :
_1 m P
= rmeF Plogy Yzl Y @i (Y fal)
Jm—1=1 i€ (m—2,jm—1) Jm=Jm—1
1 n n 1 1
m 1 o] =
< TrmeT |Plpgym =17 Y lzanl(Y )Y Ll
jm71:1 jm:jm—l iej(m_2ujmfl)

(6.4)

donde la ultima desigualdad se debe a que |(i, jm—1)| < (m — 1)|i| para todo i € J(m —
27jm71)-

1
Acotamos ahora el factor |zj,, 1](Z]m iy [Ziml” ) . Para cada 1 < j < n usamos la

Observacién [6.2.4] para obtener

U=

xr
/

151( ;_w)r o, £ kZlg(k;fD>

L
7

log(j + 1 ) 11/ log(k+1)\»
< ol B rog 1y () PR DY

y notemos que -; — 1 =7r—-2<0.
Tratemos con la ultima suma

= log(k + 1) I\" < log(k + 1) " log(k) o (" log(z)
Srlsth )y, By Slosthn )y S onll) gy (M o),
k ( ) = (k+1) Maratt k f

pa— J
< 2T+2( )log( ) + 1 < 2'I’+2 2r log(j =+ 1)
N (r—1)% I VL

Gracias a las dos tltimas cotas obtenidas conseguimos

(3 ) <z g, el D

2 2k z

J = (r —1)2""mer j1+,,/

Esta desigualdad junto con (6.4]) da la conclusién buscada. O
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. . . o1
En vistas del Lema [6.2.5, ahora serd necesario acotar > 7(,—_o ) |2illil de manera
adecuada (dependiendo de k). Con este propdsito cambiaremos a la notacién de multi-
indices a € A(m, b) por conveniencia, luego esta suma se lee

> e (6.5)

aeA(m—2,k)

La estrategia serd analizar piezas mas pequenas de la suma: las partes tetraedral y par
introducidas en la Seccién y usar las cotas obtenidas para cada una de estas partes
para concluir algo acerca de las sumas que implican a los monomios generales.

Lema 6.2.6. Fijados 1 <r <2y M,N €N, para todo z € CV decreciente tenemos

S el <201 +e) ¥ 2| M, NTE

aEAT(MJV)
para todo € > 0 y
1 .
O Nl < 20 < lid s mw, — M 2],
OzEAE(M,N)

Demostracion. Comencemos por la primera desigualdad, observando que es obvia si N = 1.
Podemos, entonces, asumir N > 2. Luego, dado a € Ap(M, N), notemos que o! = 1y [[a]]
es exactamente M!. Asi, se sigue que

NooEallr = Y 29al

aeAp(M,N) aeAr(M,N) | [a]

B (Z ) Mll,

I+

1
-

log(N)M |
<2zl (Z57—)"

M
< |2y, log(N + 1)
Un simple argumento de célculo muestra que la funciéon f : [1,00) — R dada por
M
flz) = % estd acotada por (%)M, luego log(N)M < Nl/(”s)(%)M. Por
otro lado, M! > (%)M Esto da la conclusion.

Para la prueba de la segunda desigualdad recordemos primero que para cada « €
Ap(M,N) hay un unico 5 € A(M/2,N) tal que a = 2( y, més ain,

o] = M ( (M/2)! )’ ﬁ g
al| = = )
ap!l- - ay! B! Ba! (M/2 M/2 'l (25;)!
donde la tltima desigualdad vale gracias a que 2% < % < 2%k v luego
MU ErB o L
(M/2)1(M/2)! H (26;)! H 26i :

i=
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Notemos que, como 2/r > 1, la norma en /; acota a la norma en £y, ), por ende se sigue
que

St Y@= Y (evis)”

aeAg(M,N) BeA(M/2,N) BeA(M/2,N)
N

<( 2 e - (Zm) < lid: ma, — 6"z, . O

BeA(M/2,N) =1

Lema 6.2.7. Dado 1 < r < 2 existe una constante K, = 1 tal que para todo M, N e N, y
todo z € CV decreciente vale
1 M
> elllall” < Ko (M + 1)1 +2)7
aeA(M,N)

1
27 FINTE (id : m, — Lol 2]y, )™,

para todo € > 0.

Demostracion. Elijamos z decreciente y usemos la Observacion y el Lema [6.2.6] para
obtener

M zerten)||[ag + ag)|r
T k‘N)OtEGAE M ]CN)

> Nl =

aeA(M,N)

?Ma

‘ s|=

I M§ I Mi

|2 [ar]]" S Egles]l

OtTEAT(k N) aEEAE(M—k,N)

ﬂ‘>

1 . _ _
(1+e ety N5 ) (lid g, — €M) F)

M
1
< 2%“(1 +e)Mid : my, — £ M]z|M, NTT Y ok(-3
k=0

Para r = 2 la ultima suma es exactamente M + 1. Si 1 < r < 2 la suma estd acotada por
22/

3577 Isto completa la demostracion. O

Estamos finalmente en condiciones de dar una prueba para el Teorema del cual
(como ya hemos visto) se sigue la inclusién inferior del Teorema

Demostracién del Teoremal6.2.3. Fijemos 1 < r < 2y n,m. Sean P € P € P("C") y
z € C". Como |[2|my, = [2%[my,, podemos asumir z = z*. Aplicando el Lema con
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M =m—2y N =k y gracias al Lema se sigue que

1 m
Do le(P)zl < 24,mM e |22,
jeJ (m,n)

S log(kJr 1)T =iy . m—
x (Z — e Ko (m = DT (21 + )Y [id] |2y, )™ | [P lpemeg)

e
Il
_
x>
+
i
o
~

2
1 m log(k + 1)+
< 24, K,om® (1 +€)2¢) + |id|™ |2, (Z A — | Pllpemeny -
k=1

2
log(k+1)

e es convergente. Esto completa la demostracion.
(1+ )T

O]

Usando que r > 1 la serie > ;7

6.3. El caso 2 <r < oo,

Ahora nos concentramos en el caso 2 < r < oo. Estudiaremos el caso mas general
de monHy({s) con 2 < r,s < . Lograremos caracterizar el conjunto de convergencia
monomial en el caso de s = o0 para todo 2 < r < o0 y dar cotas superiores e inferiores
bastante ajustadas para estos conjuntos en los casos restantes.

Para lograrlo sera ttil definir una familia de espacios de Banach que generaliza a los
espacios de Marcinkiewicz. Sea ¥ = (¥(n));"_, un simbolo, i.e., una sucesién creciente de
nimeros reales no negativos con ¥(0) = 0y ¥(n) > 0 paran € N. Para 1 < r,s < o©
definimos X, (V) cémo

1
Xos(W) =3 z€loy :5up — [ (2) 7= |en < 00},
o) 5= {z€ s GG, <

dotado de la norma i
2] — sup |Gkl
K ()00 W(n)

Cuando r = s simplemente escribiremos X, (¥) para X, ¢(¥).
Observacién 6.3.1. Para el simbolo ¥, los nimeros reales 1 < r,s < 0y z € X, 4(¥),

1/s
usando que nr ~ (Zk 1 7_1> tenemos la siguiente cadena de desigualdades

1/s
1 = s_
|znlns < Cilz,] (Z kr 1) < Cif (z)k=1llep, < [2lx, ) ¥ (n),
k=1

¥(n)
nl/r*

luego 2] « ||z x,.,(w)

Sers, 1til considerar la aplicacién ¢ : [2,00] — [1,2] tal que ¢(r) = (5 + %)_1 cuando
€[2,0) y ¢(0) = 2. Observemos que, fijado 2 < r < o0, el exponente conjugado de ¢(r)

-1
es o(r) = (3 - 1) (1:ﬁ+ﬁ).
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Teorema 6.3.2. Dados 2 <r < o0 y 2 < s < o0, para todo % <d< % se tiene
X%(TW(S)((I)(S) < monHy(lrs) © Xy () (P2),
donde Wy = (1/log(n + 1))%, (como lo definimos en (6.1)) y ®° definido para n € Ny
como
B (n) = Us(n) . para s = 0
log(n+1)27°  para s < 0.
La cota superior vale para todo 2 < r,s < o0 (incluyendo s = 2).

La demostraciéon del Teorema [6.3.2| requiere un poco de trabajo, en particular la di-
vidiremos en la cota superior y la inferior. Probaremos la cota superior a lo largo de la
Seccién y la cota inferior en la Seccién |6.3.2} Primero discutamos algunos corolarios
y consecuencias de este teorema.

Para 2 < s < wy 1/s < § < 1/2 el simbolo ®° es cercano a ¥y. Més precisamente,
dado n € N se tiene que

®°(n) = Uy(n) log(n +1)~°

Ademés para s = o0 tenemos que ®° = U, sin depender de §, esto muestra que, asumiendo
la validez del Teorema el préximo corolario se sigue.

Corolario 6.3.3. Dado 2 < r < o0 wvale que

monHy(lr0) = Xy 2(P2) = { 2 € Loy 1 SUp ———=

1/2
kr|z|? < 0
n>1 «/log (n+1) (Z i )

En particular el Corolario [6.3.3] implica

" 1/2
1
monHy(Yy) = Xo(Us) =< 26y 1 SUp ———— 2|2 < 0
b(lon) = Xo(¥2) © S ) <;1\ k|>

Este resulta se ve muy similar al Teorema [3.2.3] Mds ain, podemos considerar la norma
para z € CN dada por

) " 1/2
2|z := méx < limsup —— 25?2 |z
Iz P (Z( k>) ol

n—0

Es sencillo ver que
monHy(ly) = Xo(V2) = {2 € l : ||2]|z < 0},
como conjuntos. Por el Teorema [3.2.3| se sigue que
Bz @ monHy(By,)  Bz. (6.6)
De algtin modo, con la norma correcta, podemos escribir

Bmong(ﬁoo) - ’I?’LO’I’LHOO(BKOO) <« Bmong(Koc)-
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Observacién 6.3.4. Para un simbolo fijo ¥ tenemos X;(¥) = my. En otras palabras,
estas nuevas familias de espacios de sucesiones generaliza a los espacios de Marcinkiewicz.
En particular vale que

my, = Xl(\IJQ). (67)

Estamos listos para comenzar la prueba de la inclusiéon superior en el Teorema [6.3.2

6.3.1. La inclusion superior monHy (£, ) © Xy(r),p(s)(P2)-

Aqui daremos la demostracién para inclusién superior en el Teorema Nuestros
argumentos difieren de las técnicas clasicas. Por ejemplo, en la seccién previa usamos los
polinomios de Bayart dados en . En este caso seguimos una estrategia que recuerda
mas a la usada en [DF11],[BDS19]. En esos articulos los autores encuentran cotas superiores
acotadas para las constantes de incondicionalidad de P("£}) con 2 < p < o al compararlas
con la constante de incondicionalidad de P("™¢%), la cual lograban calcular. Aqui imitare-
mos esa heuristica para desarrollar una herramienta que nos permita conectar monHy (¢, )
con monHy(¢2) el cual ya conocemos gracias al Teorema

Necesitaremos la siguiente conocida desigualdad de reordenamiento de Hardy-Littlewood
(ver por ejemplo [HLP52, Section 10.2, Theorem 368]).

Lema 6.3.5 (Desigualdad de reordenamiento de Hardy-Littlewood). Sean (ak)ken v (bk)ken
dos sucesiones no crecientes de numeros reales no negativos. Luego, para todo m € N y toda
funcion inyectiva o : N — N tenemos

Z aa(k)bk < 2 aby.
k=1 k=1

El siguiente lema técnico es el primer paso en la direccion de probar la inclusién superior.

Lema 6.3.6. Dados 2 < 1,5 <00 y & € Lyy (s €l operador lineal

De
gr,s —> {3

(2j)iz1— (2i€5) =1,
estd bien definido y acotado. Mds aiin, |De|| < €], .-

Demostracion. Tomemos & € Ly o(s) ¥ 2 € €r,s, entonces

1/2
|De(2) e, = <Z |§k2k!2>

k=1

1/2
(por el Lema [6.3.5) < (Z |§Z§z,’:|2>

k=1

1/2
<Z |§ZZZI2ktk‘t> :

k=1
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donde t = 2(1/r — 1/s). Ahora, por la desigualdad de Holder (como s > 2), tenemos que

1/2 1/s -2
s 2s —ts
(Z IEEZZ‘Ithk‘t) < (Z |z;:|5k%> (Z |f;:|szksz) :
k=1 k=1 k=1

Usando que t—s =321y s_t‘z = ggigi — 1 se sigue que el ultimo término en la anterior
cadena de de&gualdades es | ze,, Hﬁ”gwmw(s),, entonces

[De(2)ley < 12l s €]y - (6.8)
Cuando 2 < r < s < o necesitamos considerar la norma en ¢, ; dada por || - | g< , usando
(L.2) tenemos que |z, , < Izlle,.,,- Luego por la cota en (6.8), para todo 2 < 7“ 5 < o0
tenemos | D¢| < H@“H%m,’w(s),. O

Ahora podemos probar la inclusién superior en el teorema [6.3.2

Demostracion de la inclusion superior en el Teorema|6.5.4. Para el caso r = s = 2, el
Teorema y la Observacién con simbolo Wy permiten concluir lo que queremos.

En otros casos, tomemos z € monHy (¥, s), veremos que para todo £ € Lo(ry o(s) vale que
D¢z € monHy(¢2) < X1(¥2). Dada una funcién f € Hy(¢2) definimos g¢ = foD¢ € Hy({ys),
gracias a la Observacién tenemos que ¢o(g¢) = £%ca(f). Luego para toda f e Hy({2)
tenemos que

Y 2 lalN@e)l= 31 > lealf)E%="

mz=0 aeA(m,n) mz=20 aeA(m,n)

SN Jealg)z] < o,

mz20 aeA(m,n)

con lo cual D¢z € monHy({s).
Esto induce un operador lineal, dado por

Tz : Ecp(r)’,ap(s)’ — Xl(\IJQ) (69)
£ &z, (6.10)

que resulta ser acotado por gracias al Teorema del grafico cerrado. Veamos que eso es
cierto. Sea (V) n=1 < Loy

(g una sucesiéon tal que
1€Y =€le, oy =0 (6.11)
IT.(6Y) = wlx, (90 — 0, (6.12)

cuando N — 0. Necesitamos mostrar que w = T,(§) = £-z. Por la ecuacién (6.11]) tenemos

Zk***)@(s (N — )57 < Ay,

k=1
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6.3. El caso 2 <r < o0.

donde Ay — 0, luego para k € N fijo se sigue que
(=12 (eN — )17 < Ay.

Como |&) — & | < |(€N — €)F| — 0 entonces para k ﬁjo vale que &N — & cuando N — oo,

Anidlogamente, la ecuaciéon implica sup ———

n>1«/lgn~|— Z’

By — 0. Ahora, para k € N fijo, tomando n > k tenemos que

-z —w)j| < By con

2 )E| < Byy/log(n + 1),

y, como antes, f,ivzk — wy. Finalmente wy = &2k, so w = T,(£) como queriamos.
Siendo T, acotado, se sigue que

IT:) = sup (&2l x,(ws)

Co(r) p(s)!

= sup

€€Be i iy ™ «/logn—i—l Z|£kk
1
Z&gzz

=Sup ——————  sup
log(n +1) ¢eB, k=1

o) p(s)

n}l; log( ) H( )kfluggp(r),gp(s)

= 12X 0y, 0y (2)

ya que, usando que 1 < ¢(r), por el Teorema'1.1.4|7 los espacios (KZ(T) gO(T))’ y EZ(T), o(s) SON

isomorfos para todo n € N (y la norma del isomorfismo no depende de n). Luego, como

IT.| ~ HZHXW,W((I)(‘I!Q) es un nimero finito, vale que z € X,(p) (q)(¥2)- O

6.3.2. La inclusién inferior XLP(T),(P(S)(CI)‘S) c monHy (£, ).

Nos enfrentamos ahora a la prueba de la inclusién inferior en el Teorema Le
herramienta principal sera el siguiente resultado, cuya demostracién realizaremos a lo largo
de esta seccién.

Teorema 6.3.7. Dados 2 <r < 0 y2 < s < o, sea 1/s < § < 1/2 y consideremos ®°
como en el Teorema . Para todo e >0 y m,n € N, todo P € P("C") y todo z € C",
tenemos
3/2 —1)/2 gm—1
S 1Pzl < DEem®>(1+ &) AN Pl ll2l%

J ©(s) ((I)é) ’
jeJ (m,n)

- 1/4

log(l + 1)

donde A = (Z ( og(l + ) ) Yy Crss D(e) > 0 son constante que no dependen
=1

de m ni de n.
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Capitulo 6. Convergencia monomial para Hy(¢,.)

Antes de empezar con la demostraciéon de este resultado, veamos que, usandolo, pode-
mos mostrar que vale la inclusion inferior.

Demostracidn de la inclusion inferior en el Teorema[6.3.3. Sea z € ch(T)’w(s)(‘Ifs) veamos
que z € monHy(ly ). Por el Corolario podemos asumir sin pérdida de generalidad
que z = z*. Dada f € Hy(f, ) (recordemos que P, (f) es la parte m-homogénea de su
expansion de Taylor), el Teorema [6.3.7] (con € = 1) da

D1 lealf) a|—SupZ DT Il

N
aeN " m=0je g (m,n)

0

< sup Z D(a)em3/2(\f2A)m71HzH%¢( (@) SUP Z ¢ (f)u;

neN ") u€Byn je (m,n)

= D(e)e mS/Q(ﬁA)m—l“Z“%MTW(S)(@) HPm(f)HP(m&ﬁoo)'

T8

0

Veamos que la dltima suma es finita. Consideremos

3 m 1/m
R>S:= sSup (m3/2(\/§A)m 1||Z||X<p(r)’¢(s)(q)6)> ’

m=1
por la homogeneidad de P,,(f) se sigue

0

2 PRI Pl

o 2 (V2A)" 2
,0(s) (@)
= 2, SO sup | Py(f) (w)
m=0 'LUGR~B(T
<3 () s i<
= \R/) werB,

donde el ltimo paso se debe a la desigualdad de Cauchy (|1.10]). Esto completa la prueba.
O

En la seccion previa usamos el Teorema para lograr cotas inferiores, ahora lo
reemplazaremos por el Teorema Gracias a la Observacién lograremos usarlo
para comparar una norma mixta de coeficientes para cualquier polinomio con su norma
uniforme en ¢, . Si tuviéramos una nueva desigualdad mixta de la forma del Teorema
y el Teorema que se ajustara mejora a este problema, quizas podriamos cerrar la
brecha entre las cotas superiores e inferiores en el Teorema [6.3.2
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6.3. El caso 2 <r < o0.

Lema 6.3.8. Dados 2 <7 <0 y2 <5< 00, sea 1/s <3 < 1/2 y consideremos ®° como
en el Teorema . Para todo m,n € N, todo P € P(™C") y todo z € C" decreciente
tenemos

2
Zj

Wj

‘I’a(k‘) 2 :
E |Cj(P)Zj| < em2™ IHPHP(mW )HZHX (@) SUI ke, |
7,00 (1), (s) 1
jeJ(m,n) e k—l,---,nk/ (T)|wk| JeT (m—1,k)

donde w € Byn .

Demostracion. Consideremos un polinomio m-homogéneo P € P("™C") y z € C" decrecien-

te. Usando la desigualdad de Holder, el Teoremamy la Observacién con R = By

tenemos

Zj Zk
Do la(P)ml=> ) C(j,k)<P)ijkjw7
jeJ (mom) k=1jeJ (m—1,k) 3k
1 1
n 2 2 2 2
< Z w Z lcG.p) (P)|? Z w*J
=117k 1\ e (m=1,k) jeg (m—1k) ! 9
< : z z 2 :
<) DU legm@Po)? | sup |- wJ
k=1 \jeJ(m-1,k) k=L VPR L e 7 (m—1,k) 19

Finalmente, gracias a la Observacién tenemos

| _ (k)
we| S HZHwaeo(s)(‘I";)M’

y usando esta cota en la anterior cadena de desigualdades tenemos lo que queriamos probar.
O

Lema vale para todo w € Byn . Serd conveniente elegir w dependiendo de r, s y
1/s < § < 1/2 del siguiente modo

L\
(kl/r> sis =
k=1 N (6.13)

1 ;
Cr,s,§ <k.1/r log(k+1)5>k:1 S1§ <0,

donde C; 55 > 0 es tal que |w| < 1. Podemos pensar que C, ;5 = 1 cuando s = 0.
Ahora seran necesarios los multi-indices tetraedrales y pares dados en la descomposicion
de factorizacion en la Seccon [6.1

w = ws =

Lema 6.3.9. Dados 2 <r <ow,2<s<wyl/s<d<1/2. Para cada par M,N € N, y
todo z € CN decreciente tenemos

2

QEAT(M,N)

2
PR

«

—oM M M <
< C?",82,5 (1 + 8) ||Z”§(go(r),4p(s)((b6)(N + 1) l-%—e7
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Capitulo 6. Convergencia monomial para Hy(¢,.)

para todo € > 0 y

2,

OlEAE(M,N)

ZCM

[0}

2 0 log 2\ M/2
<G (S>(<1>)<Z( ) ) ;

donde w € Byn y Cy. 55 como estdn definidos en (6.13), .

Demostracion. Comencemos por la primer desigualdad, observando que es obvia para N =
1. Podemos, entonces, asumir N > 2. Luego, dado a € Ap(M, N), notemos que a! =1y
|[«]| es exactamente M!. Luego, para s = o0 tenemos

M
ooy Z“M.<1<§ )
| P |
aerr Ny |0 M YR L MY\ [ww (6.14)
1 M
= (120 a) < IR o BN 1)

Por otro lado, si 2 < s < o0 tomemos 1/s < § < 1/2. Primero, por la Observacién
tenemos

Ze = 02 |l PR R log(k 4 1)
o (6.15)
2 _ o(s) g
< 7"55|Zk|g0 H HX ff)sw(s) P9 (I)é(k)Q #(s) k() log(k; + 1)25

Luego, procediendo como antes, y usando la expresién en (6.15)) se sigue
2 4 (X 2\ M
2 S0 (Z )
aeAr(M,N) k=1
1 N .
< — PO (N)2#) Jog(N + 1) wls
M ( R e POV g 1720 3 K5

1 s _ s M
Cr 2 (12155 iy ® (V)2 log(N + 1) ()R, 7
(r),0(5)

ZOC

67

2k

Wk

M Crss Xop(r) () (®?)
= O IR (#°()? 1og(V + 1) "
78,8 11X () () (29)

(6.16)

Como ®°(N)?log(N+1)* = log(N+1), y por la cadena de desigualdades en (6.16]) tenemos

2

aEAT(M,N)

2 —2M
7,8,0

N

ZOL

a ~

o) (@) log(N + 1)M

como para s = 0.
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6.3. El caso 2 <r < o0.

Un simple argumento de calculo muestra que la funcién f : [1,00) — R dada por
f(z) = lolg/gﬁe) estd acotada por (@)M, entonces log(N)M < Nl/(lﬁ)(@)M .

, M .,
Ademés M! > (?) . Esto nos da la conclusion.

Para probar la segunda desigualdad recordemos primero que para cada o € Ag(M, N)
existe un unico 5 € A(M/2,N) tal que a = 203, luego
A\ M2
k=1

M/2
o—2M < [log(k + 1) 2
T'S5 ” HXLP(T) (5 @6) Z T )

k=1

a |2

2268 |2
w?B

254

2
z Pk

2

aeAp(M,N)

- 3

BeA(M/2,N)

- 3

BeA(M/2,N)

o wk

s, ' slog(k + 1Y2EY" para cada
2<s<owytodokeN. O

donde usamos la Observacién [6.3.1| y que vale %(kk) < Co

Lema 6.3.10. Sean 2 <r < ow,2<s< o y2<4§<s. Para cada par M, N € N, y todo
2z € CN decreciente tenemos

2

aeA(M,N)

& (log(l+1)\? i
2
para todo e >0 y A = CT55<Z<Z)> .

=1

o |2

z

[0}

M AM\ . 12M —
<SM+1D)(1+e)MA HzHX¢>(T>,<p(S>(<I>5)(N +1)T+,

Demostracion. Tomemos algiin z decreciente y usemos el Lema |6.3.9| para conseguir

2 DD 2

2
Z(C“T +ag)

wler+ag)

aea(v,N) | Y k=0 areAr(k,N) apeAs(M—k,N)
3 M Lar |2 Lap |2
<2l X |== 2 o

k

0 aTEAT(k;,N) OCEGAE(M—]C,N)

N
M=

1 (M—k _
(Crzb+ e I=BE L an @ + DT ) (000 AMF)

k=0
M \ k
= 1213, @) (N + DT AM S (1 +¢)
k=0
1
< (M +1)(1 + )M AM 3™ o, ()(¢5)(N+1)1+e. O

Estamos finalmente en la posicién de dar la demostracién del Teorema [6.2.3] del cual
(como ya vimos) se sigue la inclusion inferior en el Teorema
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Capitulo 6. Convergencia monomial para Hy(¢,.)

Demostracion del Teorema[6.53.7. Fijemos 2<r<owy2<s<oysean l/s<d<1/2y
e > 0. Dados n,m € N tomemos un polinomio m-homogéneo P € P(™C") y z € C". Como
12[my, = |2*my, , podemos asumir que z = z*. Usando el Lema [6.3.10{con M = m — 1,
N =k y w como en ([6.13) tenemos

1

2
0 (k 2
sup (k)

~j

jed (m—1k) 1 3

B log(k + 1)%_6 log(k + 1)2k/"
Sor JeL/e(r)

m—1 gm—1 m—1) 15 1/2
(m(1+eymmtam =t 3t o k)

log(k + 1)1/2k2<1+s)
m—1 Am—1 (m—1) g
<v/m(l+ ey TAmT Y S 7

(6.17)

1
log(k+1)1/2k2(1+¢)
k1/2

Gracias a que la sucesién < > es eventualmente decreciente se sigue
k=1

que
1
log(k + 1)1/2k2(1+s)
=D ,
. :SPPn 1172 (¢)

y reemplazando esto en (6.17)) obtenemos

2
(k) 21 m-1)
sup o S <1+ e ATID(E) 2§ s
e REO e\ o7 gy 1 A
(6.18)
El Lema sumado a la cota en (6.18) implican que
et log(k) 5\
Y lg(P)zl < em2™ [ Plpeme ) l2lx,q, sup . > .
e (min) k=1,...m €T (m—1k)
< em®?2" 1 O(e)y/m(1 + )" LAY Pllpmy ) 21%, -
donde A se define como en el Lema [6.3.101 O

Es notable que, para aquellos espacios de sucesiones X en los que fuimos capaces de
caracterizar el conjunto de convergencia monomial para la familia Hy(X), resulta que
monHy(X) es en s{ mismo un espacio de sucesiones. Esto trae nuevas preguntas.

Pregunta 6.3.11. ;Es el conjunto de convergencia monomial de Hy(X) un espacio de
sucesiones para cualquier espacio de sucesiones X dado?

O la menos ambiciosa.
Pregunta 6.3.12. ;FEs siempre un espacio de Banach o por lo menos un espacio vectorial?

Estas preguntas parecen muy interesantes y trazan un camino de investigacién alrededor
de la estructura de estos conjuntos.
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Capitulo 7

Convergencia monomial para
Ho(By,)

Usaremos los resultados del Capitulo [6] para arrojar nueva luz sobre los conjuntos
de convergencia monomial de H(By,). Anteriormente, nuestros métodos nos permitie-
ron caracterizar el resultante espacio de sucesiones monHy(¢,) siempre que 1 < r < 2.
Aqui trasladamos esos resultados para dar nuevas descripciones de monHy,(By,) cuando
1< r< 2

7.1. Cambiando finitas coordenadas

Al lidiar con monHq(By,,) es muy util el hecho de que, si una sucesién pertenece al
conjunto de convergencia monomial y modificamos finitas de sus coordenadas, la sucesion
resultante permanece dentro del conjunto de convergencia monomial.

Lema 7.1.1. [DGMPG08, Lemma 2] Si z € Hy(By,,) y u € By, satisface que |u,| < |2y
para todos menos finitos n € N, entonces u € monHy(By,,).

No se sabe si vale o no un resultado andlogo vale para ¢, (ver los comentarios respecto
a este problema en [Sch15l Chapter 10]). Atravesaremos esta dificultad con la siguiente
proposicién, que es una version mas débil de esto, pero suficiente para nuestro propésitos.
Nos inspiramos en [DGMPGO8, Lemma 2] y [DGMSP19, Proposition 10.14].

Proposicién 7.1.2. Sean 1 < r < w0 y u,z € By, tales |u,| < |zp| para 1 < n < N
Y [un| = |2a| para n > N. Supongamos que existe p > SN |z, de forma que u €
monHy ((1 — p)Y"By,). Entonces z € monHy(By,).

Demostracion. Sean ay,...,ay nimeros reales y positivos tales que |z;| < a; para todo
1<i< Ny

N
a:= Za2<p.
n=1
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Capitulo 7. Convergencia monomial para Hy (By,.)

Dada una funcién f € Hy(By,) v ki1, ..., kn € N, definimos (siguiendo la demostracién de
[DGMPGOS, Lemma 2])
1 flwy, ..., WN, UN+1,UN+2,---)
Jrr,kn (V) = J f dwy -+ -dwpy.
! N (27TZ)N lwi |=a1 lwn|=an ki+1 ) kn+1

Notemos que fi, .k, estd bien definida en la bola contraida (1 — a)l/TBgr. Maiés atn,
pertenece a Hy((1 — a)Y"By,) (ya que f € Hyp(By,)) y vale la cota

If] 5.,
kahm,kzv ”(1—@)1/7'-BL;T = Tk sz (7.1)
a;”-ray

Nuestro préximo paso serd entender los coeficientes cq(fx, .. k) €n relacion a aquellos de
f. Para cada multi-indice o = (a1, ..., an,0,...) con a, # 0, una aplicacién de la férmula
integral de Cauchy ((1.10]) nos permite concluir que

en caso contrario.

Calfio.. ):{ff’““"”%awﬂ:--wan)<f> sion = =an =1, (7.2)

Tenemos todo lo necesario para proceder. Observemos que, como a < p, tenemos que

u € monHy((1 — p)V/"By) < monHy((1 — a)'/"By,). Con la Proposicién y (7.1))
conseguimos

171z,
D 1eafiri ar - o1 < Cullfi il -aypion, < Cuym . (7.3
e

ﬁGN(()M 1

Usando (7.2) y (7.3) (recordar que |u,| = |2,| para n > N + 1) tenemos

k k
DModealMllz®l = D1 1 D) ety (PR Uy ]

aen (k1. ke )ENY BeN{V
k k
= 2 Y lesUh i uRs |
(k‘l,...kN)ENéV 5EN(N)
flB
< N o
(k1. lcN)eNN ay’ ---ay
z
_c, HfuBZTH D (' "') <.
n=1kn>0
que es lo que queriamos probar. O

Una iltima observacién serd necesaria antes de proceder con la siguiente seccion. Dado
un espacio de sucesiones X, para todo f € Hy(tBx) y t > 0 la funcién f; dada por
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7.2. monHy(By,) para 1 <7 < 2

fi(z) = f(tz) para x € Bx pertenece a Hy(Bx) v calfi) = t%lcq(f) para todo a. Luego,
si z € monHqy(Bx) vale que

Y et = Y a0 = Y fealf)2"] < co.

(N) ) )
0 0

aeN, a€eNy aeN,

Esto implica que ¢t monHy(Bx) © monHy(tBx) para todo espacio de sucesiones X y
todo t > 0.

Notando que tBx es la bola abierta unidad del espacio de sucesiones (X, t|-|x), la inclusién
previa implica que

t YmonHy (tBx) € monHy(t™'tByx) = monHy(Bx).

Todo esto muestra que
monHy (tBx) = tmonHqy(Bx) (7.4)

para todo espacio de sucesiones X y todo t > 0.

7.2. monH,(By) para 1l <r <2

Nos enfocaremos ahora en monHy,(By,) para 1 < r < 2. El resultado més importante
de esta seccién es el siguiente teorema que, en cierto sentido que quedard claro luego (ver
Observacion , caracteriza la geometria del conjunto de convergencia monomial para
estas familias de funciones holomorfas.

Teorema 7.2.1. Sea 1 < r <2, luego

217k '
{Z € Bgri 2€HZd smy, — KTHT (HLH_}SCEP W) + HZ”ET < 1} -

1—1/r

n *
monHq (By,) © {z € By, : h’msupM < }
n—oo log(n + 1)

La inclusién superior se consigue usando técnicas probabilisticas, como en el caso de
monHy(¢,). La inclusion superior, por otro lado, recae sobre el Teorema y requiere
algin trabajo preliminar que comienza con el siguiente lema.

Lema 7.2.2. Sea 1 < r < 2, entonces, H’L‘dlm\pr—}e7~”(26)1/r By, © monHy(By,).

Demostracién. Para mantener la prueba legible consideremos K = |id : my, — £,](2e)V/".
Veamos primero que, si z € %Bm% es no decreciente, entonces z € monHy(By,). El
resultado general se sigue de que By, y monHy(By,) son ambos conjuntos simétricos
(Corolario . Consideremos cierta funcién f € Hy(By,) y fijemos € > 0 de manera que
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Capitulo 7. Convergencia monomial para Hy (By,.)

(1+ €>1/THsz\I/TK < 1. Por el Teorema podemos encontrar Cy.(¢) > 0 de forma que

1 ealf ZI—SHPZ D le(f)z)

aeN® "N m=0je .7 (m,n)
0
1 m
<sup 3 Crem 1+ E KT, s | Y e(ug
N =0 ueBe lie g (mon)

e¢]
L9 1 1 m
< 3 Ce) (e + ) Klzlmg, ) 1Pl lpenes)

[oe}
1 m
<1fl, Cr(@) 3 (M= D1+ )T K 2lm, )

m=0

La eleccién de € y el hecho de que mm(2+3) 5 1 cuando m — oo inmediatamente implican
que la serie converge, y esto completa la prueba. O

FEstamos ahora en condiciones de probar el Teorema
Demostracion del Teorema[7.2.1 Comencemos con la inclusién superior

n %k
Dk=1%h <1}_

monHqy (By,) © {z € By, : limsup Y

n—aw log(n+1)

Fijemos z € monHy(By, ). Argumentando como en la demostracion de la inclusién superior
del Teorema procediendo como en (6.2]), reemplazando el rol del Lema por la
Proposicién al igual que en (/6.3]) conseguimos

1m ]1—7

n

Z ]zj z’;ﬁ -, [log( )#(271771) T eTem?
e

=1

donde Cx , es una constante positiva que depende sélo de z* y r. Eligiendo m = [log(n+1)]
tenemos que
n

k::l

limsup ——
n—0 log(n +1

/

1

ﬂ»ﬂ

que es lo que queriamos.

Veamos ahora la inclusién inferior

n % r
{z e CV: 2¢||id : my, — L] (hms;olp m> + |||z, < 1} < monHy (By,.).
n—

Para mantener la notacién lo més simple posible, sea K = 2el|id : my, — £, |". Tomemos
z e CN tal que

D=1 % '
= T
e (i eyt ) + 1 <
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7.2. monHy(By,) para 1 <7 < 2

n *
1z
y observemos que esto implica que z € By,.. Denotemos L := limsup M,
nooo  log(n + 1)1=1/r
consideremos € > 0 de forma que

K((1+e)L)" +|=[;, <1, (7.5)

y N € N para el cual

D=1 %
— =" < (1+¢)L.
s;g log(n + 1)1=1/7 (1+¢)

Notemos que
. log(N +1)t=1r

zy < N (1+¢)L, (7.6)
(lo cual se prueba esencialmente como en la Observacién|(6.2.4) y definamos u = (2, ..., 2§, 2N 415 25 42s - -
M
N
Primero, para todo n < N, usando ([7.6)), tenemos
ni u*
i1 Ui < (1+e¢)L.

log(n + 1)1/

Por otro lado, para n = N, vale

D=1 Uk < 2k—1%h
log(n + 1)1=Y7 = log(n + 1)1-1/7

<(1+¢)L.

Todo esto junto implica que [ufm,, < (1 +¢)L. Elijamos p > chv:l |zk|" de manera que
lid : my, — £.]|"(2e)(L(1 +¢))" +p <1,
y, usando (|7.5)) se sigue que

(1—p)r
fid: my, — L@

|tflmy, < (1+¢e)L <

El Lema junto con la ecuacién (7.4)) implican que u € monHy((1 — p)Y/" By, ). Luego
la Proposicién nos permite concluir que z* € monHy(By,). Finalmente, gracias al
Corolario podemos asegurar que z € monHy(By, ), como queriamos. O

Observacién 7.2.3. El Teorema implica los resultados previos que buscan describir
al conjunto de convergencia monomial de Hy, (By, ). Notemos primero que, si z € {1, entonces

n *
lim sup M = 0.
now log(n + 1)1-1/r

Luego

‘ ) Zn: ¥ r
By, nt; < {z e CV: 2¢l|id : my, — L] (h?rln_?;plog(nk—i—ll)f_l/r + [ 2]z, < 1}.
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Capitulo 7. Convergencia monomial para Hy (By,.)

Por otro lado, si z € By, es tal que

n *
1fm sup DY S <
n—w log(n + 1)1-1/7

entonces existe una contante ¢ > 0 de forma que

. _ log(n+1)=1r
nS e

De esta desigualdad se consigue facilmente que z € ¢, para todo € > 0, y recuperamos el
resultado de [DMPQ9] (ver (3.8)).

El siguiente resultado permite extender el resultado en agrandando el rango de
valores para 6 de (1/2,0) a (0, 00). Esto resuelve una pregunta explicita hecha en [BDS19,
Remark 5.9]. Més atin, el resultado nos permite tomar § = 0 si multiplicamos a la sucesién
por una constante. Esto significa que, en algtin sentido, el Teorema da efectivamente
una mejor comprensiéon de monHq (B, ) para 1 < r < 2.

Corolario 7.2.4. Sea 1 <r < 2, luego, para todo 6 > 0, se tiene

1
-B Hy(By,). 7.7
<n1/"’ log(n + 2)9> 1 t  monHo(By,) (7.7)

1
(2ellidimy, —0,]+1)

Mas atn, si K = 7, tenemos

1
n=1

., .o 1
Demostracion. Comencemos probando ([7.7). Fijemos 6 > 0y z € <W)n>l By,.

W > para todo n € N. Como z € ¢y,

. c o wa
Podemos considerar w € By, tal que z, = — g (n 1 1)

existe cierta funcién inyectiva o : N — N tal que 23 = [z5(n)| = ~ oL /T"T:g?;‘(n)w)f)‘ Usando

la desigualdad de Holder tenemos

1 5 1 $ W]
log(n + 1)1/ Z_Z; 7 log(n + 1)U Z Hyr log( (1) +2)?

= log(n + 1)1/

n 1/r'
<
log(n + 1)1/ <l§ o(l)log(c l) - 2)7"9>

= log(n + D)1/



7.2. monHy(By,) para 1 <7 < 2

1

Tlos@i2)® define una funcién decre-

donde la ultima desigualdad vale gracias a que = —

1/r
ciente para = > 1. Este 1ltimo término, W (Z?:1 W) , va a 0 cuando

n — 00, y luego

limsup ———
n—o0

10gn+11/’" Zzl B

De hecho, supongamos que 0 < L (lo cual podemos hacer ya que es decreciente

1
llog(142)'0
en ). Luego, existe cierta constante Cyr 9 > 0 tal que

1/r' n 1 1/
< Cp ————gd
Z 4 1log( l Ilog(l + 2)70 i <£=2 x log(z)""? x)

log(n) 1 yr
=Cyry J Wdy
I=log(2) Y
< CT/,Q log(n) 79+%,

1/7"/
1 n 1 —0
[ R — < —>
Tenemos entonces que Tog( 1)1/7,/ (E =1 llog(l 2)T,9) S Cr’,@ log(n) 0.

Por otro lado, como z € By, (notemos que |z,| < |wy| para todo n y w € By,), luego

k=14
. . — r Tl L 1\1—1/7
seid: ma, — b (limsup ot ol

-
) et = 1ot <1,
y, por el Teorema [7.2.1] z € monHq(By, ).

Para probar ((7.8)), tomemos z = (K T wn>  conwe By, y notemos que HZHZ < 7.

(|

. . . . ] " B
Gracias a que z € ¢, existe una funcién inyectiva o : N — N tal que z;; = [z,(,)| = 7[(0 (17

Usando la desigualdad de Holder se sigue que

K e 1 RLI01
log(n + 1)1/ lzzlzl ~ log(n + 1)1/ Z a(l)yr

<1
log(n + 1)1/7

n 1/r
1 1
< log(n + 1)1/ <Z U(l))

S
log(n + 1)1/7

Como K = (2¢|id : my, — £,||” + 1)¥/", tenemos

‘ Zn * r ‘ 1
2elid : g, — | <hnm_§;1°1g(nill)i_1/r + 2l < elid s mu, = &7 + 1) g = 1.

113



Capitulo 7. Convergencia monomial para Hy (By,.)

Por tltimo, el Teorema da la conclusién. O

Analicemos el Teorema de forma cualitativa. Observemos que, dado 1 < r < 2,
podemos definir la siguiente dos normas

21 %
|2] 4, = max{|2|€ra W} ) (7.9)

¢ ZZ—I le ' r
|2]l 5, = K> (hnm_)sggp W) + |2, (7.10)

para todo z € my, con K, = 2elid : my, — £,||". Llamemos A, y A, a los espacios definidos
a través de estas normas respectivamente. Recordemos la conocida cota

méx{lal, [b]} < (|a|” + [b]")"" < 2+ max{|al, |b]}, (7.11)

que vale para todo 1 < r < o0 y todo par a,b € C. Gracias a (7.11]), las normas definidas
en ([7.9) y (7.10) son equivalentes. Asi, para cierta constante C, > 0, vale que

Cr-Ba, < Bj . (7.12)

Notemos que

2ik=1%
B ={zeB : limsu :—<1},
4 b P log(n + 1)1-1/7

B; = {ZEBg K h’msupM T—i— Iz]7. < 1}

A 7T\ nse log(n + 1)U &r ’
luego gracias al Teorema y a la inclusién de conjunto en ((7.12)) se sigue que

Cy - Ba, € monHy(By,) < Ba, (7.13)
Observacién 7.2.5. Si esperamos un resultado como en (6.6)), i.e.,
B, @ monHy(By,) < By,

con B, la bola de un espacio normado, entonces las cotas en ((7.13)) implican que esa norma
debe ser equivalente a la norma en A,. En este sentido el Teorema caracteriza la

geometria de monHqy (By,).

Para finalizar este capitulo aplicaremos algunos resultados de esta seccién para dar una
nueva forma de atacar un problema que ya hemos tratado en el Capitulo
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7.3. Radio de Bohr mixto revisitado

En esta ultima secciéon presentamos una aplicacion de los resultados dados en este
capitulo al radio de Bohr mixto. Como consecuencia del Lema podemos dar una
prueba alternativa de las cotas inferiores para K (ng, ng) enel casoen que 1 <p <2 (y
todo 1 < ¢ < ). Mostraremos ahora un hecho que ya probamos en la Seccién esto
es, que para 1 < g < p < 2 vale

log(n)' =1/

nl—l/q < K(B@g,Bg(TIL)

Por el Teorema y el Lema existe cierta constante C':= C(p) > 0 de forma

que para todo polinomio m-homogéneo P en n variables complejas tenemos

S lg(P)zl < el ) 1Py, (7.14)
jeJ(mn)

donde (muy,), se define como el espacio cociente inducido por la aplicacién

Tt My, — C"

T (T1,...,Tp).
11
Notemos que existe una constante D = D(p,q) > 0 tal que HzH(mq,p)n < D |-
P
Por lo tanto, por ([7.14]) tenemos
1-1 m
m n a m
3! Ig(P)yl < (€D) () AP lpneg),
jeJ (m,n) log(n p
11

Esto implica que y,,(P(™C")V/™ « “—. Notemos que es importante el tener un

log(n) 7

control del crecimiento de la constante de incondicionalidad (p, ¢)-mixta en términos de m
(el grado de homogeneidad), de hecho necesitamos tener hipercontractividad en ([7.14)). El
resultado se sigue usando el Lema [5.3.2] i.e.,

1

SUP 1 Xp,g(P(MC™) ™

K (B, Ben) ~
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Capitulo 8

Convergencia monomial para

P("ey)

En este capitulo final nos concentramos nuevamente en el conjunto de convergencia
monomial de los polinomios homogéneos. Dado 1 < r < 2 y m > 2 fijos hemos visto en la

Seccién [3.4 que

ly < monP(™L,),

para ¢ = (mr’)’ contestando una pregunta abierta. Nuestro objetivo serd ajusta esta cota
inferior.

Teorema 8.0.1. Fijados 1 <7 < 2 ym > 2 sea q := (mr'). Luego £, = monP(*L,);
lyo € monP(®L,); Eq sevs © monP () y
72

by, s © monP("4,).

para m = 5.

Nuestro punto de partida seran los resultados probados en la Seccién De esta
manera, el Corolario [3.4.2) prueba el caso m = 2 en el Teorema Buscaremos ahora
mejorar el resultado para los otros valores de m. La filosofia general sera siempre intentar
conseguir cotas como en el Teorema Alli, en el lado derecho de la desigualdad hay
constantes que dependen de r y m (pero no de n, el nimero de variables), la norma del
polinomio y la norma de z en cierto espacio X. Esto implica que X < monP("¢,). De
ahora en adelante la idea serd tomar la suma dependiendo de m variables diferentes; esto
es, para cada polinomio P consideraremos

SN (P (8.1)

I<ii<<gm<n

con zM, ... 2" ¢ C" e intentaremos lograr una cota para esa suma que involucre la
norma de los elementos z() en (posiblemente) diferentes espacios. Esto dara luego que el
mas pequeno de estos espacios estd contenido en el conjunto de convergencia monomial
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Capitulo 8. Convergencia monomial para P(™,.)

(ver la Observacién . Haremos esto (dando la prueba del Teorema en dos
etapas, que se encuentran en las siguientes dos secciones. Primero daremos estimaciones
para la suma que involucran las normas en los espacios {41 y ¢4 (€l enunciado preciso
esta en la Proposicién . Usaremos esta desigualdad para lograr cotas para operadores
saliendo de £y o0 X -+ X Lg oo X Lg1 X Lyop X -++ X Lg o vy llegando a £1(J(m,n)) y luego,
mediante técnicas de interpolacién, mejoraremos la norma en ¢, ; (debilitando la norma en
l4.5). Esto lo realizaremos en el Teorema Sucede que, como en la estimacién en la
Proposiciéon algunas de las variables deben ser elementos decrecientes por lo que no
podemos usar teoremas clasicos de interpolacién multilineal. Es por esto que usaremos en
cambio interpolacién en conos (se da una explicacién mas detallada en la Seccién .

8.1. Primera cota para la suma

Como anunciamos, nuestro primer paso hacia la demostracién del Teorema [8.0.1] serd
conseguir cotas para una suma como en (8.1)). El siguiente es el resultado principal de esta
seccion.

Proposicién 8.1.1. Dados 1 <r < 2 y m = 2 consideremos q := (mr')’. Luego, existe
una constante Cp, » > 1 tal que para todo n € N, todo polinomio homogéneo P € P(™C"),
20 M eyl <k <m—1 vale que

k k+1 m I3
S fe(P)a A a0 T ey [P Ity

I<ii<<gm<n 1#k

La prueba requiere una serie de lemas, pero primero, haremos algunos comentarios
elementales. Primero, por definicion,

1
Z;: < ”ZHEq,oo kl/a (82)
para todo z € C" y, luego
M Mo
Z 2 < 2]y 0 Z T (8.3)
k=N k=N
Ademids, para —1 # o < 0,
M M M 1
dDin"=N"+ > n"<N® +f 1%dx = N* + 71(M“+1 — Nt (8.4)
k=N k=N+1 N o+
Lema 8.1.2. Seann,k =1 y 1 < q < 0. Luego para todo zV,... 2K eC" y1<j<n
vale que
1 k k- ;
> e 1< @857 T 127 -
ISi1< <<y 1<i<k
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Demostracion. Procedemos por induccién en k. Para k = 1 el enunciado es una consecuen-
cia de (8.3) y (8.4). Asumamos que el resultado vale para k — 1. Luego

J
S A=Y R Y )

1<ji< <<y Je=1 1<j1<'”<jk 1<Jk
<@ T IIZ’)quooJk Z 249 < KT [T 12900 -
1<i<k—1 Jre=1 1<i<k
que es lo que queriamos probar. ]

Lema 8.1.3. Sean 1 <r <2, m >3 yn e N. Fiados q := (mr') y1 <k <m-—2, para
todo 2 ... 20) e C" y 1 <t < n vale que
1 1
k

. . _1 / .
> v&“méwu "< (1 G+ D)7 (T 1290, ).

t< < <gps<n 1<i<k 1<i<k

Demostracién. Para empezar notemos que un simple célculo muestra que & — & < —-L,
q mr

0 para todo 1 < s < m — 1. Ahora procedemos por induccién en k. Para k& = 1 usamos

(8-3) y (8.4) para lograr
S lelit T < nzuzmz] s
J=t

2.1 2 1.,2-% r'mo 1,21
<Hz||eq,m(tq TG )T ) = (g + ) T el

Supongamos ahora que el enunciado vale para k—1 y veamos que es cierto para k. Acotando
la suma

. . 1_
Z ’2](11)* .. Z](Zk)*wkr q

t<j1<--<Jp<n

<3

Ji=t J1<jo< - <jp<n
O (i) mr’ 1 E_L
1 7 7 -
<D TT o+ j>)yl ( TT 151,
Ji=t 1<i<k—1 2<i<k
mr’ 1 ﬁ, L
<( T G+ ) (IT 12 sz)Z\(“
1<i<k—-1 2<I<k J1=t
mr 1 " 1
<( 1T G2 e ) (TT 190) a7
1<i<k—-1 1<i<k J1=t
mr’ 1 s1_1 01 E+1 1.4
SCTT G2 ) (I e ) (o (2
1<i<k—1 1<I<k q
(T o= +9) (I 1590, )7 '
—t — — Z e(ﬁ) q/ /( )
1<i<k—1 —i=1 1<i<k ! m—k—1



Capitulo 8. Convergencia monomial para P(™,.)

tenemos lo que buscamos. O

Lema 8.1.4. Sean 1 < r <2 ym = 3. Fijados q := (mr') y1 < k < m — 2, para cada
2, 20 e € vale que

1 1
1 k) (k+1 T ) A
Z |ZJ('1) . Z§k)z§k+1 L Z§Z—1 )*|]m < (g +1)™ HZ ”Z%1 H Hz(z) legor
I<ii<<gm—1<n 1<i‘<n]§_1
17

Demostracion. Comencemos por separar la suma de una forma conveniente, del siguiente
modo

1_1
Z |z(1) ) D (me)x ‘

J1 Ik “Jk+1 Jm—1 ‘]m—

SERD (k1) n-ts - 1 (k-1
_ m— T q -
=20 Y I (Y ).
Jr=1 JeS<Ik+1S - S<Jm—1<n 1< < <gp—1<Uk

Fijemos j, y acotemos el primer bloque usando el Lema [B.1.3] tomando en cuenta que
ahora hay m — k—lzsyque——i— <¢ +1paratodol <l<m-—k—1,

1 1

fet1)% % .7

2 |z](-k+1) -~~Zg(‘:,1) -

JkSJp+1<SIm—1<N
—k_ 1 /
i’ (T s T 1)
1<i<mk—1 Tk —l= N i
m—Fk 1 .
<iHT @O T 159

k+1<i<m—1

Con esto, y acotando el segundo bloque usando el Lema tenemos

1 1

(1) (k) _(k+1)% (m—1)%| .x

2. 25 e By md

1<]1<<jm71$n
met_ 1,
2 v
< (¢ +1)™ HHZ’)HMZI |]Ic :
i#k Jr=1
Es sencillo ver que k(;l +mzk L — 1L _ 9 Por lo tanto, usando la desigualdad de

T
reordenamiento de Hardy-Littlelwood en el Lema tenemos que

NE D NI CC AT I g
Je=1 Jr=1

Como en el caso de funciones holomorfas, el Teorema (de hecho ([2.9)) serd una
herramienta crucial para probar la Proposiciéon [8.1.1
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8.2. Interpolacién real en conos

Demostracion de la Proposicion[8.1.1, Comenzaremos usando la desigualad de Holder y
(2.9) (notando que |i| < (m — 1)! para todoie J(m —1,n)) y (8.2) para conseguir

Z {Cj (P)Z(l) . Z(.k)z(.k+1)* o Z(m)*’

J1 Ik “Jk+1 Jm
jed (m,n)
n
1 -1
D Y AEEr i B D 0 2 E i
1<]1<<]m71$n jm:jmfl
1) _(m-1) C TN e\
—1)% '\ ! * T
< X YAy a1
je(](mfl,n) Im=Jm—1 Jm=Jm—1
n ro 1
1 m—1 1 —1 g\ T
<(m = D me T Plpg 2™ ey Y 020 (CY get)
j€T(m—1,n) Jm=Jm—1

Observemos que, para cada N € N tenemos que N~"/9 < 27/927"/% siempre que N < z <
N + 1. Luego,

% s (" _r roqg 1-z
Z Jm® < 24 . T qu<2qr_ Jm_1 -
jm:jmfl Jm—1 q

Gracias al Lema tenemos lo que queriamos. O

8.2. Interpolacion real en conos

Ahora miraremos la desigualdad de sumabilidad para polinomios a través de una forma
multilineal asociada a este. Fijemos un polinomio P € P("C") y consideremos la aplicacién
C"x -+ x C" > £1(J(m,n)), dado por

(=0, 2m) (cj(P)zJ(-l) Lzt

1 Im )jEJ(mJL) : (85)

Notemos que, gracias a que todos los espacios involucrado son de dimensién finita, la
aplicacién estd bien definida. La idea es, luego, considerar las normas en los espacios del
dominio de manera que esta forma multilineal esté acotada por un término que invo-
lucre la norma del polinomio original y alguna constante independiente de n. Como la
desigualdad en la Proposicién requiere que algunas variables sean decrecientes de-
bemos restringirnos al cono de sucesiones decrecientes. Siendo mas precisos, si denotamos
03, = {z € lys: |z| = 2*} con 1 < ¢,s < 0, la Proposicién dice que existe una
constante Cy, , > 1 (independiente de P y n) de forma que, para todo 1 < k <m —1, la
aplicacién

Th i by op X oo X g oo XAy X (Egyw)d X - X (67;700)51 — 01(T (m,n)), (8.6)

> N _

~~ ~~

k—1 m—k

dada por (8.5) satisface

1Tl < Conr

Plp(men)- (8.7)

121



Capitulo 8. Convergencia monomial para P(™,.)

Todas estas aplicaciones tienen la misma férmula (que es m-lineal), lo cual sugiere el uso de
interpolacién multilineal. Pero, como debemos restringirnos al cono de sucesiones no cre-
cientes en las ultimas m — k variables, no serd posible aplicar directamente los resultados
clésicos de interpolacién multilineal, y tendremos que aplicar la interpolacién en conos.

Hasta donde sabemos, no existe una teoria de interpolacién de formas multilineales
definidas en conos de espacios normados. Utilizaremos el K-método de interpolaciéon para
operadores en el cono de sucesiones no crecientes, tal como se presenta en [CM96]. El
resultado principal de esta seccion, del cual sigue el Teorema es el siguiente.

Teorema 8.2.1. Sean 1 <r <2 y m = 3. Consideremos q := (mr’) y

2 ifm=23
s={35  irm—4

Eziste una constante Cy,, > 1 tal que, para todo polinomio homogéneo P € P(™C") la

forma m-lineal
T: Ee;gs)d x e (0 )P (0 ) — (T (myn))

m—1
dada por
(W, ..., 2 (Cj(P)Z](-ll) e zj(f))jej(m’n)
satisface
1T < Conr [ Pllpmen) -
Observacién 8.2.2. Si tomamos z(1) = ... = 2(™) =z y observamos que | 2|, ., < |]e,..

el Teorema implica que
> g 2| < Oyl

I<ji<<jm<n

22, NP lpemen

para todo polinomio homogéneo P € P(™C") y z € C™. Un argumento estdndar muestra
que z* € monP(™{,) para z € {4 5 y, luego, el Corolario implica que ¢4 s < monP("¢;.).
Esto da el Teorema [8.0.1]

Antes de proceder, fijemos alguna notacién. Dado un reticulado de Banach X de fun-
ciones (en particular un espacio de sucesiones o un espacio de Banach de dimensién finita,
en los que estamos principalmente interesados), escribimos X 4 para referirnos al cono de
funciones no decreciente en X. SiY es un espacio de Banach y S : X — Y es un operador
lineal podemos restringirlo al cono. Consideramos, en la restriccién,

IS : D G Y| = sup{|S(z)|y: x € X4, x| < 1}. (8.8)

Claramente X? no es un espacio vectorial y tampoco ||S|| da una norma. Usaremos notacién
andloga para las formas m-lineales. Estamos listos para establecer nuestra herramienta
principal para interpolar en conos. Es un corolario directo de [CM96, Theorem 1—(b)]
(recordemos que la notacién que usamos es la introducida alli).
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8.2. Interpolacién real en conos

Teorema 8.2.3. Sean un par de reticulados de funciones quasi-Banach (Xo, X1), un par
de espacios quasi-Banach (Yy,Y1) y un operador lineal S definido tanto en Xog — Yy como
en X1 — Y7 con

IS: X —Yo| <My y |S:X{—W|<M
Luego para todo 0 < 6 < 1 el operador S : (Xg, X{l)gﬂ —> (Y0, Y1)p,q estd bien definido y
1S (X8, X{)oa — (Yo, Y1)g,all < M0 M7,

Aplicaremos esto a los espacio de sucesiones de Lorentz. En este caso, fue probado en
[Sag72] (ver también [CM96, Theorem 4]) que

(fg Po’gf]lpl) = (Zf]»m?é ,Pl)ga

Por otro lado, es sabido que (ver por ejemplo [BL76, Theorem 5.3.1]) que, siempre que

1 1-6 0
i_1=v b
P Do + 1 tenemos

<£q7p07€q7p1)9,p = €q7p7

y por lo tanto

d d d
(Eq pqu Pl) €q7p. (89)

Finalmente [BL76l, Theorem 3.7.1] implica que (si po, p1, p estéan relacionados como antes)

entonces
(Comor Cap )0 = Lapor bapi )op = lop (8.10)

q,P0’ ~q;pP1

La idea ahora es usa el Teorema [8.2.3| para interpolar formas multilineales. Veamos
de que manera lograremos esto. Sean X7, ..., X, reticulados de Banach de funciones (en
nuestro caso siempre serdn espacio de Lorentz de dimensién finita), Y cierto espacio de
Banach (¢1(J(m,n) para nosotros) y alguna forma m-lineal T : X; x -+ x X, > Y (para
nosotros la dada por ) Fijemos 1 < j # k < m y, para cada i # j, k elijamos 2 € X;
y ¢ €Y',y consideremos v = (21, ..., 2™ ). Definamos

Tp:X; — X por  (To(29)(z0)) = (=M, ..., 2(™)). (8.11)
Un célculo sencillo muestra que
1T < Il 170 T 1221, (8.12)

i#5,k

¥y que
IT| =" sup [To]. (8.13)
(PEByl,Z(l)GBXi

Observemos que en este procedimiento podemos considerar Xid para cada ¢ excepto
para i = k, obteniendo la misma estimacién para la norma (definiendo la “norma” para
formas multilineales en conos mediante la misma idea que en ) Estamos listos para
presentar la herramienta técnica principal en la demostracién del Teorema [8.2.1
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Capitulo 8. Convergencia monomial para P(™,.)

Lema 8.2.4. Sean m >3 y 1 <r < 2. Consideremos q := (mr')" y sea Cy,, la constante
de la Proposicion [8.1.1. Para cada 0 < 6 < 1, todo polinomio homogéneo P € P("™C") y
todo 1 < k <m — 2 la forma m-lineal

Tk(e) . ( no )k)d % (62%)6[ N, (en )d % Sf;ﬁo@)d N (gg’w)il —>€1(j(m,n))

%(m q’%

<

dada por (8.5) satisface
IT*(0)] < Con.r

[Pl pemen)-

Demostracion. Procedemos por induccion en k comenzando por el caso k = 1. Considere-

mos las aplicaciones (ver )
Ty €0y x (0 ) x () x o (00 ) — £1(T (m, )

.

m—1

Tyl o x Ly X Ezgm)d X eee X (eg’oo)fj — 01(T (m,n)).

~
m—2

/
Fijados 23),...,2(™ e (/) y ¢ € <€1(j(m, n))) y escribiendo v = (23, ..., 2(M) )
definimos, siguiendo (8.11)), dos operadores lineales

(Mo s (Go)' = (62) v (Do ()" = (6.0)
que, gracias a y , satisfacen (para i = 1, 2)

I(T)oll < Conrl Ploemen 12 g - 127 leg | lles (7 mamyy
Ahora interpolamos, usando el Teorema y las ecuaciones y (8.10)), para conseguir

(T O),: (@)~ (L)

para todo 0 < # < 1. Usando la ecuacion (8.13) y tomando supremo, esto da

[Plpme 2P g - 127 leg ol les (7mmy

< Cm,r

’1—-0

0 67 % ()" () 5 () = (T )] < Con Pl

m—2

Asumamos ahora, para 1 < k < m — 2, que

) 0y e x (0 ) x () () X (G0 = (T (o)

~~

v~

1 m—Fk

tiene norma menor o igual que Cp, | P|p(meny. Por otro lado, consideremos la aplicacién

definida por el Teorema (ver (8.6))
Thy1: by op X - X Ly o XUy g X (Egyoc)d X oee X (63700)51 — (1(J (m,n))

k m—k—1
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8.2. Interpolacién real en conos

que (recordando ({8.12)) también tiene norma menor o igual que Cp .| P|pmen). Como
HEZ% — Uy | =1 (recordando (8.8))) tenemos

Tk-_;,_l :EZ;,CX) X (én

1
q’§

) () g x (U o) x o x (G o) = (T ()

~~

~—

~

que nuevamente tiene norma acotada por Cy, ;|| P|lp(mm). Fijados ¢ € (El(j(m,n)))/ y
20 e (C") para i # 1,k y, tomando v = (23, ... 2 2(k+2) 2 ) tenemos, por

Y 7 que
[T16))0 (G ()]

<C (méﬁ)”‘PH&(J(m,n))/Hz(z)qu% -] z®) le, 125 Ny e - 12 Ny o
y
/
[(T)o : (60" = (Goo)'|
<G, P P P MY EC TR FT P
Nuevamente, podemos interpolar usando el Teorema y (8.10) para tener
T*(0), : (07 1) —
O )= ]
<C 2 P0e, s 12 e,y 125 g 120 g

para todo 0 < # < 1. Tomando supremo como antes esto da que la norma de la forma
multilineal 7% (#)

|T%(6) :EZ’(L),C x (e;%)d X e X (e;g)d x Segoo)d X oo X (Egm)f — 01(T (m,n))|,

m—k—1

=4

esta acotada por < Cy, ;|| Pllp(mn) para todo 0 <0 < 1. O

log(m+3)

Demostracién del Teorema[8.21. Para m > 5, tomemos § = ——— 2.
m—1+log(m+3)

yvk=m-—2.

1
Luego 7 > % y

1 \* log(m + 2)\m-2 m
= - = .
(19) (1+ m — 1 ) logm

— mn mn
D=l =

Por lo tanto | —
Foy ™ il
k = m — 2 el resultado se sigue. Para m = 3 tomemos 9 = 5 y k=1en el Lema(8.2 .4|, para

m=4tomem059=%—§yk=2. O

H = 1. Usando el Lema [8.2.4] con
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Capitulo 8. Convergencia monomial para P(™,.)

Finalizamos esta seccién con algunos comentarios al respecto de la hipercontractividad
vinculada a la inclusién de £, s en monP("™¢,). Para el caso de ¢y es sabido que (ver
IBDE™17, Theorem 2.1]) que la inclusién ¢ 2m o, en monP("™{y) es hipercontractiva en
el sentido de que existe una constante C < 0 tal que para todo polinomio homogéneo

PeP("™ly), vale que

Y gzl < Mz, IPlpeme,)-

jeT (m,n) o

Observacién 8.2.5. Para 1 < r < 2, aunque no sepamos si £, « se encuentra dentro de
monP("™L,) es facil ver que no podemos esperar tener una desigualdad hipercontractiva
como la anterior.

Si existiera tal constante, procediendo como en la demostracién de la inclusion superior
en el Teorema (ver (6.3)) con m = |log(n + 1)| tendriamos que

1 n
12’2;"
i

120ty 105 Jog(n + 1)1 77 5

esté acotada independientemente de 1n para todo z € £g jog m- Tomemos ahora z = ( /e log(j )*2/ log(m) )j-

1
Luego [2]e, 105 < (Z;?Ozl m) *"™ . Pero,

n
2|z Y

_1 N2
12024 105 10g(n +1)! 10g(” + 1)1 j5 jMalog(j) e

2 n

> (& Z 1 . 62 1/q
clog(n + 1)1+ oy GV clog(n + 1)+

Como ¢ = mr’ = [log(n + 1)]r’, la dltima expresién tiene un comportamiento asintGtico
1

menor que log(n)r. Esto muestra que no puede existir una constante C' > 0 tal que para
todo n y m y todo polinomio m-homogéneo en n variables complejas P € P("™C"™) valga

1 la(Pyzl < C™AE L IPlpene)-
jeJ (m,n)

Por otro lado, aplicando cuidadosamente las ideas desarrolladas en esta seccién, es
posible obtener desigualdades hipercontractivas en algunos casos.

Observacién 8.2.6. Dado ¢ > 0, existe una constante C' > 0 tal que para todo m = 3,
n e Ny todo P e P(™C")

Y, lg(P)zl < O+ &) Pllpgmap 212,
jeJ(mn)
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8.2. Interpolacién real en conos

Para ver esto, fijemos 1 < r < 2, m > 3, y tomemos z, Z(m=2) - (m=1) 4, ¢ C™ tales que
Z(m=1) — Z(m=Dx v ) — w*. Luego, usando el Teorema- 2.1.7y el Lema tenemos que

2 —1
S ()2 22D A Dy |

jeJ(mn)
m—2) _(m—1 ( — 1)m ! 1/r S r \1/r
< em| P|lp(mmy Z |24 -+ 2 32](m 2) 2 1)| <OZ()Q(J)> ( Z wjm) /
jej(mflvn) J jm:jmfl

<en,bscmer’—lHp”?)(mw) Z |JZL 22)‘< Z |j||zj|>‘ Z |Zj(~::1)|( Z w;m>1/7"

jmf2:1 jEJ(m—?),jm 2) ]mflzjm72 ]m :jmfl
n n
o 2 -3 1 _1
<O [wley o |Plpereyy Y, 12507 (2 ) D Y E el
jm72 1 jmflzjm72
2 1
I

n
r’ 2 ,l m—
< Cm” ol | Ploney D0 21 (G2 1 2le) " 12Dl (4 105
jm—2:1

T’l — — —
< (' + 1)Cm |wley o |27 212Dty 1 12ty | Plipmeny.

donde en la penultima desigualdad usamos una cota para la norma de la identidad de E’f
en f’;m que podemos encontrar por ejemplo en [DM06], Lemma 22]. Por otro lado, tenemos

también que

2 —1
Z ’Cj (P)zJI ‘ z.?m 32577: 2 )257:1_1 )w]'m’

jeJ (m,n)
2 n ((m=1)mNyr o 8 1/
<em|Plpergyy D, 12 Zimati D D) (M) (2 wi)”
j€J(m—1,n) J Jm=Jm—1
-1 L (meD) S ey w 1y
= m— . m— r
<em*Om Plpegy ) IO Y illal) Y IO Y W)
jm,fl:1 jGJ(m—g,jm72) jm72:1 j'mzjmfl
" - LmD m=3 TS gy 1l
< Cm® |wlg, |Plpeey D 12 (Z al) " Y P
jmfl 1 jm72=1

e’“l n (m—1) -1 m—3 m—2) 1_1
< Om ol Pl 30 11 (Gred) ™4 12le0) ™ a2l i
jm,1:1

= Cm g, 212212 Ny 127Dl [P Ip(meny.
Luego, procediendo como en el Lema podemos construir un operador acotado de Eg’oo
en (@,171) y también de E qen (Kq,oo)/. Aplicando el K-método de interpolacién restringido

al cono de sucesiones no crec1entes a este operador podemos concluir que para todo z = z*,

vale

> lgP)zl < /A +rom” HzHe DlzlZ, I Plpemey < C(L+ )™ [Plpemelz[7:-
jeJ(m,n)

127



Capitulo 8. Convergencia monomial para P(™,.)

Por lo tanto, usando el Corolario se concluye lo que queriamos probar.

Con un poco mas de trabajo se puede probar, de un modo similar, que dado cualquier
s = 1ye >0, existe cierto mg y alguna constante C' > 0 tal que para todo n € N, todo
m = mg y todo polinomio P € P(™C") tenemos

Y l(P)zl < O+ &)™ | Plpme 21z -
jeJ (m,n)

8.3. Multiplicadores

Una sucesién (ap)nen €s un multiplicador para monP("4,) si
(an)nen - br < monP(™L,),

donde el producto (an)nen - #r es simplemente la multiplicacién coordenada a coordenada.
Sea p = (p1,p2,...) la sucesién de los nimeros primos. Es bien sabido que para r >

2, la sucesiéon ——r es un multiplicador para monP (™) (esto puede verse como una
p 2m

consecuencia inmediata de [BDS19, Theorem 5.1 (3) ]).
Para 1 < r < 2 en [BDS19, Theorem 5.3.] los autores prueban esto con una diferencia
de e, mostrando que para cada m y todo € > % vale que

1 m
W -4, < monP ("), (8.14)

donde o, = mﬁfl ( 1-—- %) Como una consecuencia de nuestros resultados, podemos mejorar
esto. Mostramos que, para 1 < r < 2, incluso la sucesién (W%)neN es un multiplicador para
monP("L,.).

Teorema 8.3.1. Para 1 <7 <2 ym > 3 pongamos o, = m=L1 (1 — %) Entonces,

(

1

nom

)n 4y < monP(™L,),

Y Om €s lo mejor posible.

Demostracién. Como una consecuencia del Teorema sabemos que ¢, , < monP(™4,),
con lo cual para probar este resultado es suficiente ver que si z € £, entonces, (n(}m )n “ZE
{4 ». Supongamos que z € £, es un elemento arbitrario (no necesariamente igual a z*). Como

7 > ¢ sabemos que la semi-norma ||-||, . es equivalente a la siguiente norma maximal (como

figura en (T2))
© 1 n r\ 1/r
T_q
Hwaq,m:( i (Zw)) -
n=1 k=1
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8.3. Multiplicadores

Luego, si w = (ni’;n)n, por la desigualdad de reordenamiento de Hardy-Littlewood (Le-

ma [6.3.5)) es facil ver que

para todo n € N. Entonces
0 1 1 rN\ 1/r
o), ~1G) P
~ na — z
H(n"m nlle, nom Snle, n; n ];1 k kom

1/r
o 2 & 2* 1o1\"
|G G (B (G ) e
n nf(qw) n nitlyr n=1 n

donde, en la ultima desigualdad, usamos que o, = 1

Para ver que el exponente es 6ptimo tomemos, como siempre, ¢ = (ms’)’. Ahora, si (z,), =

N

(W)n € {4, para todo ¢ > 0 es facil ver que la sucesién (n(,‘f:,s)n ¢ lgo O
monP ("L,). O

Para m = 2 no podemos mostrar que la sucesion (n%? _es un multiplicador para
monP(2¢,) pero usando que £, = monP(*(,) y el Teorema es facil ver que vale la
inclusién )

———— -l < monP (%,

p2 (log(p))” (e

para todo € > 0 extendiendo [BDS19, Theorem 5.3.] (ver también (8.14])). Dejamos los
detalles para el lector.
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Apéndice A
Expansion en serie monomial

Dedicamos este apéndice a la demostracién de la Proposicion

Proposicién A.0.1 (Proposicién 3.1.2)). Dados 1 < p,q < o, para X = £y, , tenemos que

monF(R) = {z eER: f(z) = Z ao(f)z% para todo f € f(R)},

oaeN(()N)
para F(R) siendo Hy(X), Hy(Bx) or P(™X) para cualquier m € N.

Recordemos que, para que tenga sentido, la convergencia de la expansién monomial de
una dada funcion holomorfa necesita ser incondicional. Como las convergencias incondicio-
nal y absoluta son conceptos equivalentes en C, para toda familia de funciones holomorfas
en un dominio de Reinhardt F(R), vale que

{z eR: f(z) = Z aq(f)z" paratoda f e ]:(R)} < monF(R). (A1)

aEN((JN)

Ahora daremos algunos resultados necesarios para probar la inclusién inversa.
Dado un espacio de suceciones X podemos considerar su dual de Kéthe

XX = {yeCN:Z lypxr| <oOparatodaxeX},
k=1

que, dotado de la norma,
lylxx = sup > lyrarl,

Z‘EBX k=1
es un espacio de sucesiones simétrico. Vale la pena mencionar que para 1 < p < 1 vale
ty =Ly y ademds (3 = (1. Esto muestra en particular que el dual de Kéthe y el dual
clésico, dado por los funcionales continuos, no siempre coinciden. Observemos que para
todo espacio de sucesiones X vale que X* < X’ isométricamente.

131



Apéndice A. Expansién en serie monomial

Como para todo espacio de sucesiones X su dual de Kothe es nuevamente un espacio
de sucesiones podemos considerar (X *)*, Lo notaremos simplemente X **. Es facil ver
que X < X**.

El siguiente es un resultado clasico en la teoria de espacios de sucesiones, un prueba de
este hecho puede encontrarse en [Maz10, Teorema 1.3.11].

Observacién A.0.2. Para todo espacio de sucesiones X los siguientes son equivalentes:
a) [en : m € N] es denso en X.
b) X es separable.
c) X'=X*.

Un corolario de la observacion previa es que para un espacio de sucesiones separable X
vale que

(X')* = X~ (A.2)

Observacion A.0.3. Dado un espacio de sucesiones separable X, el conjunto de conver-
gencia monomial de una familia de funcionales lineales X’ = £(X) = P(1X) es el dual de
Koethe de X', i.e.,

monX' = monP(*X) = (X')* = X**.

Demostracion. Primero, como X es separable, por la Observaciéntenemos que X' =
X*. Esto nos permite pensar a X’ como un espacio de sucesiones en si mismo. Dada ¢ € X’
podemos asociarle una sucesion (¢(ex))ren < CV.

Por otro lado, para todo ¢ € X', como es un polinomio 1-homogéneo, tenemos que
aq (@) = 0 para |[a]| # 1. Es facil ver que aq(¢) = ¢(ex) si a = ex para todo k € N. Para
2eCNy ¢ e X' se sigue que

D Iler)zl = D) laa(@)z". (A.3)

k=1 aeA(1)

Luego, si z € (X')* el lado izquierdo de la ecuacién (A.3) suma (es finito) y, por lo tanto,
z € monX'. Al revés, z € monX’ implica que el lado derecho en la ecuacién (A.3)) es finito
para todo ¢ € X’ y luego z € (X')*. Esto muestra que monX’ = (X’)* = X** usando

%) 0

Veremos luego que, para espacios de sucesiones reflexivos y separables, podemos lograr
nuestro propésito gracias a la observacién previa. Este es el caso de £, ,con1 <p <0y
1 < g < o gracias al Teorema Para el caso de £}, con 1 < p < 00 necesitaremos el
siguiente lema.

Lema A.0.4. Para 1 <p < o0 vale que €5, = ly 1.
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> L X X
Demostracion. Comenzamos probando que £, < £y 1. Tomemos z € £, luego

e
I2lle, , = I(E#" 2% )k=1le,
= 2 k1P| < oo,
k=1

ya que (k=VP)=; € bpoo y 2% € Ly, por ser un espacio de sucesiones simétrico. Hemos
probado que z € £,y 1.
Por el otro lado, sea z € £,y ; y tomemos z € {; . Usando la desigualdad de reorde-

namiento de Hardy-Littlewood (Lema [6.3.5) se sigue (usando la desigualdad de Holder)
que

Z |zrar| < Z zpay

k=1 k=1

= Z k_l/pz,jk‘l/p:rz
k=1
< lzlle, , Ile,q < o0,

X
luego z € £, . O
Resumimos algunos de los resultados previos en el préximo lema.

Lema A.0.5. Siempre que X = {,, con 1 <p <o y1<q< o0 se sigue que
monX' = monP(1X) = X** = X.

Demostracion. Sea X = {,, con 1 < p,q < o, por el Teorema tenemos que X es
reflexivo. Gracias a que ademds es separable, la Observacién [A.0.2]y la Observacién [A.0.3]

vale que
monP(1X) c (X')* = X** = (X)) = X.

Finalmente tomemos X = £, con 1 < p < 00, que también es separable. Usando la
Observacién m y la desigualdad en ({A.2) tenemos que

monP(1X) = X < (X
Usando el Lema y el Teorema tenemos
(X*) = (Uy1) =Llpw =X,

luego se sigue que X ** < (X*)' < X. Como, para todo espacio de sucesiones X vale que
X < X** tenemos lo que queriamos. O

Para todo espacio de sucesiones separable X vale que X' < Hy(X) < Hy(Bx) y (3-3)),
esto implica que
monHy(Bx) € monHy(X) € monX' = X**.
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En particular, para aquellos X tales que X = X**, tenemos

monF =< z€ X : Z laa(f)z"] < 0 para todo f e F (A4)

aENéN)

para F siendo Hy(Bx) o Hy(X). Cabe senalar que la importancia en la igualdad anterior
es el hecho de que todos los elementos en monF se encuentran en X.

La misma conclusién vale para la familia de polinomios homogéneos. Para ver que esto
es asi necesitamos [DGMSP19, Remark 10.7]. Damos la prueba por completitud.

Proposicién A.0.6. Dado un espacio de sucesiones X, para todo m € N vale que
monP (" X) c monP(™X).

Demostracion. Fijemos u € monP (™1 X) no nuloy P € P(™X). Para cierto i € N tal que
u; # 0 definamos @ € P(™ 1 X) por Q(2) = z;P(2). Es sencillo ver que

0 sia; =0

aa(Q) = {

ag(P) sia; >0,

donde &; = a; + 9; 5, luego

3 laa(P)ut]

aeN((JN)

S Jaa(Pyutui

aENéN)

aENéN)

— = Y lea(@ut] <. 8

aeNéN)

Dado m € N, usando que monP("X) « P(1X) = (X')* (lo cual sigue simplemente de
la Proposicién [A.0.6]) y procediendo como antes, tenemos que

monP("X) =< z€X: > l|aa(f)z*| < o0 para todo f € P("X) ¢, (A.5)
aeN(gN)
para todo espacio de sucesiones separable X tal que X** = X.
La siguiente proposicién esencialmente establece que, dado un espacio de sucesiones
separable X, cualquier elemento en el conjunto de convergencia monomial para la familia

H,(Bx) debe estar dentro de la bola de X. Una prueba de este resultado puede encontrarse
en [DGMSP19, Proposicién 20.3].

Proposicién A.0.7. Dado un espacio de sucesiones X, vale que X nmonHy(Bx) € Bx.
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Como dijimos antes, si usamos la Proposicién y la Observacién para todo
espacio de sucesiones separable X tal que X ** = X tenemos

monHy(Bx) =X z€ By : Z lan(f)z%| < oo para toda f € Hy(Bx) ¢ - (A.6)

OceNéN>

Observacion A.0.8. Sea X un espacio de sucesiones separable tal que X ** = X luego

monF(R) =41 2€R: Z laa(f)z%| < oo para toda f e F
aeN(()N)

para F(R) siendo Hy(Bx), Hy(X) o P(™X) para todo m € N y, por su puesto, R siendo
Bx o X respectivamente.

Notemos que la Observacién se sigue usando (A.4) para Hy(X), (A.5), para
P("X) y (A.6) para Hy(Bx).
En [BDET17, Equation (15)] los autores enuncian que

monHy,(Be,) = monHy(By,) y monP("cp) = monP("ly). (A.7)

Allf citan el articulo [DMP09, Remark 6.4] donde se demuestra el primer enunciado de
(A7). El argumento usado allf viene de un resultado del articulo [DG&9]. En dicho articulo
Davie y Gamelin muestran que toda f € Hy (Bx) puede extenderse a cierta fe Hy (Bxn)
sin cambiar su norma. Para f € Hy(X) es estdndar que esto puede hacerse y nuevamente
implica que

monHy(co) = monHy({op). (A.8)
Ahora, gracias a las ecuaciones en y por el Teorema y el Teorema se
sigue que
monP (" ep) = monP("ly) < co,
monHy(Be,) = monHuy(By,) © Be,- (A.9)
Finalmente por la ecuacién y el Teorema tenemos que
monHy(cp) = monHy(ly) < cp. (A.10)

La siguiente proposicién es una version ligeramente méas general de la Proposicion|3.1.2
la cudl es el objetivo de este apéndice.

Proposicion A.0.9. Sea X el espacio Uy, 0 cualquier espacio de sucesiones separable tal
que X** = X. Entonces vale que

monF(R)=<zeR: f(z) = Z ao(f)z para toda f € F(R) ¢,

aEN(()N)

para F(R) igual a Hy(Bx), Hy(X) o P("X) para todo m € N y, por supuesto, R siendo
Bx o X respectivamente.
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Demostracion. Por (A.1)) sélo resta probar que

monF(R)c < zeR: f(z) = Z aq(f)z% para toda f e F

ozEN(()N)

Fijemos z € monF(R). En el caso en que X sea {, por las ecuaciones y
tenemos que z € ¢y 0 z € B, dependiendo de F(R). En el caso en que X sea un espacio de
sucesiones separable tal que X ** = X usando la Observacién tenemos que z € R.

Toda funcién f € F(R) es continua en R por ser holomorfa alli. Como [e, : n € N] es
denso en ¢y o X tenemos que m,(z) — z, cuando n — o, y luego f(m,(2)) — f(z). Por
otro lado, como m,(z) € R, vale que

y z € monF(R) con lo cual la expansién monomial converge absolutamente en z, todo esto
implica que

lm f(ma(z) = Y aa(f)="

n—00
aeN(()N)

Por la unicidad del limite tenemos f(2) =3, _ . aa(f)z®. O
€l

Ahora podemos lograr el objetivo de este apéndice. La prueba se deduce directamente
de lo que vimos.

Demostracidn de la Proposicion[3.1.3. Gracias al Lema se tiene que X ** = X para
X =lpsconl <p<owyl<g<o. Como X es separable usando la Proposicién
se sigue que

monF(R)=<zeR: f(z) = Z an(f)z" para toda f e F(R)

aENéN)

Para X = {4, esto es explicitamente probado en la Proposicién [A.0.9] O
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